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Capitulo 1

Introducao

The Statistician is the Wizard who makes “scientific” statements about invis-
ible states and quantities. However, contrary to common wishes (or witches),
he attaches uncertainties to his statements.

1.1 Preliminares

Estas notas sao dirigidas as pessoas que desejam fazer afirmacgoes sobre o desconhecido,
isto €, aqueles que desejam adivinhar valores de quantidades que, no momento do desafio
estao invisiveis. Evidentemente, como estamos na academia, adivinhar racionalmente
serd nossa tarefa. Esta tarefa é por nds chamada de inferéncia estatistica. Usaremos
indiscriminadamente as denominagoes estado, estado da natureza, estado do sistema, e
quantidade.

Estatistica é a disciplina que trata das incertezas sobre estados da natureza ou quan-
tidades nao observadas ou nao observaveis pelo “cientista”. As incertezas podem se
apresentar em diversos niveis. A forma encontrada para medir o nivel dessa incerteza -
de um determinado individuo - sobre uma estado da natureza, ¢ a escala das probabili-
dades. Entendemos por cientista, no contexto desse curso, qualquer individuo que esta
especulando sobre o valor de uma quantidade desconhecida.

Informacao, no nosso contexto, é um conceito abstrato. Informacao é o que ela faz:
muda o nivel da incerteza. Assim, tratamos de informacao sobre quantidades ou estados
da natureza desconhecidos.

A ferramenta basica de nosso curso é a teoria das probabilidades. Tentaremos em
todas as situacoes descrever nossas incertezas por meio de probabilidades. As quantidades,
objetos de nossas preocupacoes, podem ser de trées tipos:

e as observadas,
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e as nao observadas, e

e as nao observaveis.

A distincao entre as tltimas categorias pode ser tedrica ou essencial, ser legal ou regimen-
tal, ser meramente circunstancial, ou simplesmente irrelevante. Ademais esta distingao
pode envolver conceitos da especialidade do cientista. Utilizaremos os termos nao ob-
servado vs. nao observavel com relativa liberdade, indicando quantidades desconhecidas
que podemos (queremos) vir a observar vs. quantidades desconhecidas que nao podemos
(queremos) vir a observar. As quantidades nao observadas ou nao observaveis recebem o
nome de variaveis aleatorias. Em muitas ocasioes as variaveis aleatérias nao observaveis
sao chamadas de Parametros.

Na literatura estatistica é habitual utilizar as letras do nosso alfabeto, romanas, para
representar variaveis aleatorias observaveis, e letras gregas para representar os parametros,
isto é, para variaveis aleatorias nao observaveis. Por inferéncia estatistica entendemos o
trabalho de descrever nossas incertezas sobre quantidades de interesse e fazer afirmacoes
sobre essas quantidades.

A partir do cenario descrito acima, concluimos que as palavras-chave da estatistica
sao incerteza e informacao. Embora o cientista nao saiba o verdadeiro valor de uma
quantidade de interesse, #, sua incerteza sobre esse valor pode assumir diferentes niveis.
Vez por outra, ele obtém informacoes adicionais e, assim, seu nivel de incerteza sobre 6
se modifica. Uma meta utdpica seria ganhar toda a informagao necessaria para eliminar
toda a incerteza. Entretanto, na maioria dos casos, essa é uma meta impossivel de ser
atingida por razoes praticas. No proximo paragrafo aludimos ao fato de que, em certos
contextos, esta meta é tedricamente impossivel. Ademais, quando a certeza é obtida, o
trabalho do estatistico se torna dispensavel.

Acima, utilizamos a metafora do verdadeiro “estado da natureza”. Isto é, assumimos
implicitamente que, embora o valor de um parametro possa ser desconhecido em uma

¢

situacao real, esse parametro sempre tem um “verdadeiro valor” 6.

A interpretagao subjetivista assume que toda a incerteza (a repeito dos parametros) de
um determinado modelo vem da falta ou imperfeicao de nosso conhecimento. A posicao
subjetivista radical advoga que a interpretacao subjetivista é aplicavel a todos os modelos
e situagoes possiveis. Assim, na posicao subjetivista readical, o préprio termo probabili-
dade torna-se (sempre) interpretével como “incerteza pessoal do modelador”.

A frase de Albert Einstein “Deus nao joga dados” (Gott wirfelt nicht) condensa a
seguinte ideia: E possivel que, devido a minhas limitacoes de simples mortal, eu nao
saiba o “verdadeiro estado da natureza”, mas este verdadeiro estado realmente existe,
pois Deus certamente o conhece. Esta frase tem pouco a ver com teologia (a0 menos no
sentido tradicional do termo), mas com uma série de discussoes sobre fundamentos de
mecanica quantica que Einstein teve com Werner Heisemberg.
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Heisemberg pela primeira vez postulou a posicao contraria, isto é, de que a incerteza
¢ um elemento essencial e intransponivel na medida (conhecimento) de processos fisicos.
Heisemberg deu uma série de exemplos onde a metafora do “verdadeiro valor do estado
de um sistema” leva a sérios paradoxos. Este tema teve muitos desdobramentos na area
de fundamentos da Mecanica Quantica e Computacao Quantica, e ultrapassa em muito
nao s6 o escopo deste curso, mas da propria Estatistica. Para maiores esclarecimentos

veja Albert (1992) e d’Espagnat (1995).

Bruno De Finetti, em parte inspirado pela postura de Einstein na Fisica, adotou a
posicao subjetivista radical, com grande influéncia no desenvolvimento da moderna teoria
Bayesiana, veja Finetti (1000, 1000). Neste curso utilizaremos a interpretacao subjetivista
em diversos modelos, mas sem advogar por uma posicao subjetivista radical. Voltaremos
a discutir este tema ao falar de distribuicoes a priori e seus usos em Estatistica, teste de
hipotese, selecao de modelos, teoria da utilidade e seus usos, e fundamentos logicos de
sistemas de crenca.

1.2 Trabalho Estatistico

O trabalho do estatistico ¢ iniciado no momento da descrigao dos niveis de incerteza de
um cientista sobre as quantidades de interesse. A ferramenta usada para a descricao
do nivel de incerteza é a Probabilidade. A probabilidade de um estado de natureza
especifico, digamos 6, é um indice que indica o nivel de incerteza (ou conhecimento) sobre
a veracidade da afirmacao “o valor do estado, 6 é 6,”. Como veremos na seqiiéncia, para
este importante indice de incerteza, existem regras especificas e bem estabelecidas que
devem ser obedecidas.

Probabilidades devem ser atribuidas a todos os estados de natureza possiveis. Ao
conjunto de todas as afirmacoes probabilisticas de um problema usamos o termo modelo
probabilistico ou, equivalentemente, distribuicao de probabilidades.

Assim, o estatistico deve definir o modelo probabilistico que, em sua opiniao, melhor
representa o estado de incerteza sobre 6 e procurar fontes adicionais de informacao que
possam diminuir esse nivel de incerteza.

Na procura pela diminuicao da incerteza, apds definir a distribuicao de probabilidades
de 0, o estatistico inicia a busca por quantidades observaveis, X por exemplo, que estejam,
em sua opiniao, associadas a 6. O objetivo é observar o valor = de X e transformar o
modelo de probabilidade de 6§ no modelo de probabilidade (condicional) de 6 dado que
X =ux.

O mecanismo que transforma uma quantidade nao observada, X, em observada, x, é
aqui denominado experimento. O conjunto de quantidades obtidas apds a realizacao de
experimentos ¢ denominado conjunto dos resultados experimentais ou banco de dados.
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O modelo probabilistico de 6, definido antes (depois) da realizacao do experimento X, é
denominado distribuigao a priori (a posteriori) de . Quando nao houver ambiguidade,
utilizaremos a expressao “realizar o experimento X” para abreviar a expressao “observar
a variavel aleatoria X7

Efetuar a operagao priori/posteriori é, na verdade, construir um processo indutivo de
ganho de conhecimento. O que foi chamado de distribuicao a posteriori em um dado
momento, pode no momento seguinte passar a ser uma distribuicao a priori para um novo
experimento, digamos Y.

Muitas vezes o cientista enfrenta um dilema: Que varidveis aleatorias observar para
diminuir a incerteza sobre 6. Ele pode ter a op¢ao de realizar um dentre um conjunto de
experimentos, digamos X, Y, Z, .... Pode haver custos ou restri¢coes associados a realizacao
dos experimentos. Assim, o estatistico é obrigado a selecionar quais serao realizados. Para
uma escolha adequada, ele deve descrever o tipo de associacao que, em sua opiniao, existe
entre 6 e cada um das variaveis aleatérias dos experimentos. Essa descrigao também é
feita por meio de modelos probabilisticos. Por exemplo, considere que o experimento
X vai ser realizado. Para cada valor 6 do parametro, represente por p(z|#) a funcao de
probabilidade que avalia, para cada x, a probabilidade de observarmos X = z. Se existem
pelo menos dois valores de 6, digamos 6; e 05, tal que as fungoes (em x), p(x | 01) # p(z | 62),
entao # e X sao dependentes ou associados. Neste caso é razoavel realizar-se o experimento
X com o inttito de diminuir a incerteza sobre 6.

O modelo p(z|#) é uma fungdo de duas componentes, x e #. Para um valor fixado
de 6, p é uma funcdo de probabilidades, isto é p(z|6) = p(X = x|0). Por outro lado,
apos observar X = x, p é uma funcao apenas de #. Neste caso p passa a ser denominada
funcao de verossimilhanca de # com respeito a observacao x. Para evitar mal entendidos,
usaremos a notagao L(f|x) para a verossimilhanga e p(z |6) para a fungao de probabili-
dades. Antes de continuar com a descri¢ao do trabalho estatistico, apresentamos a seguir
os elementos bésicos de nosso trabalho.

Seja 6 o parametro, e X uma variavel aleatéria, que estd relacionada a 6 na opiniao
do cientista. O conjunto de todos os valores possiveis de #, ©, é denominado espaco
paramétrico. O conjunto de todos os valores possiveis de X, X, é denominado espaco
amostral. Os seguintes conjuntos sao os principais elementos do trabalho estatistico.

Distribuigao a priori f(0):©—R

Distribuigao Amostral p(x]0): X — R, V0O

Fungao de Verossimilhanga L(0|z) =p(z|0):©— R, Vx e X
Distribuicao a Posteriori flllx):©— R, Ve e X

As relagoes entre esses conjuntos serao discutidas no apéndice de probabilidade, onde
apresentaremos as regras que regem a manipulacao adequada das probabilidades.

Como vimos, o estatistico deve procurar realizar, dentro de suas possibilidades, os
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experimentos que podem proporcionar um ganho maior de informagao. Entretanto, a
escolha de qual experimento deve ser realizado é feita, evidentemente, antes de sua re-
alizacao. Assim, sua escolha é feita com base em suas expectativas sobre os possiveis e
provaveis resultados daqueles experimentos que se apresentam como alternativas. Essa
analise de expectativas, para cada um dos experimentos concorrentes, pode ser identificada
como o classico Planejamento de Experimentos. Essa drea é caracterizada pela procura
dos planejamentos 6timos . Em muitas situagoes, esses sao experimentos nao realizaveis
devido a restri¢oes operacionais ou de custos. No contexto deste curso, Bayesiano (devido
ao reverendo Thomas Bayes), o trabalho da procura do que realizar e observar é chamado
de analise pré-posteriori. Esse trabalho inicial do estatistico consiste em comparar, para
cada experimento possivel, priori e posteriori esperada. Para isto, define-se a distancia
esperada entre priori e posteriori. Com as distancias em mao, ordenamos os experimentos
passiveis de serem observados.

1.2.1 Exemplo: Informacao Estatistica

Nesta secao vamos considerar uma urna com 3 bolas. Originalmente a urna tinaha 4
bolas, duas brancas e duas pretas, mas uma bola, nao sabemos qual, foi perdida. A tarefa
aqui é adivinhar quantas bolas brancas, €, permanecem na urna.

Questao 1. Qual a distribuicao a priori natural para 67

Resposta: Se o estatistico nao possui alguma informacao adicional sobre a forma pela
qual a bola foi perdida, seria razodvel admitir-se que os eventos {x=1 bolas brancas} e
{x=2 bolas brancas} podem ser considerados equiprovaveis. Isto é,

p(1]0)

1/2
1/2

—_ O

A distribuicao a priori, f(#), é
f)=f2)=1/2.

Questao 2. Desta urna (com 3 bolas), uma bola é retirada sem ser mostrada aos
interessados. Seja X o ntumero de bolas brancas obtidas nesta retirada da urna. Qual a
distribuicao amostral desse experimento?

Resposta:
x| 0| p(x]0)
0|1 2/3
11| 1/3
012 1/3
12| 2/3
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Questao 3. Qual a distribui¢do a posteriori de f(0|z) ?

Resposta:

f(1]0)
f()p(0]1)
f(Wp(0]1) + f(2)p(0]2)

Introducao

Analogamente temos

(1/2)(2/3)

(1/2)(2/3) + (1/2)(1/3)

3

feIy=1-70]1)="

= 2 =152

Questao 4. Suponha agora que, além de X, vocé pode observar Y, o nimero de bolas

brancas numa segunda retirada, apds ter devolvido a primeira bola a urna. Assim, Y =0

ouY = 1. Qual a funcao de verossimilhanca apés as observagoes, L(0 | [z, y])?

Resposta (as fungoes sem (com) linha se referem as questoes 4 e 5, (6 e 7):

0 x|y| LO|z,y) | L'(0|z,y) | f(O|z,y) | [0,y
1ololem)@m @302 4/ 1
1lo]1]@/3)/3) ] @2/3)0/2) ] 1/2 1/2
11 1]0](1/3)2/3)| (1/3)1 1/2 1/2
10 11]1/3)1/3)| (1/3)0 1/5 0
20000/ (1/3)(1/3)| (1/3)0 1/5 0
2101 (1/3)2/3)| (1/3)1 1/2 1/2
211]0|(2/3)1/3)] (2/3)1/2) | 1/2 1/2
o1 1] (2/3)(2/3) | (2/3)(1/2)| 4/5 1

Questao 5: Qual a distribuicao a posteriori associada a cada verossimilhanca acima,

f@ [z, y])?
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Resposta:

£(1][0.0])
F(W)p([0,0]] 1)
FOp(0,001 1) + F@)p(0.0] ] 2)
(1/2)(2/3) LI T

(1/2)(2/3)2 + (1/2)(1/3)> ~ 4+1 5
Al = feloo) = 1- § :
£l o.1)
) FWp((0.1]11)
TR0, 111+ 72)p(0. 112)
(1/2(2/3)1/3) _1 1
AR 1/3) + (1/DCRB) T+l 2
= Jelo.1) = faino) = f2In,0)

Questao 6: Vamos supor na Questao 4 que para observar Y a primeira bola nao é
devolvida a urna. Qual a fungao de verossimilhanga apds as observagoes, L'(6 | [z, y])?

Questao 7: Qual a distribui¢do a posteriori associada a Questao 6, f/'(0|[z,y])?

Resposta:
f(1110,0])
_ f()p([0,0] 1)
f(l)zz([/o )0<] I/l))+ f(2)p([0,0]2)
1 1/3
20/ + (/20 ~ L= S@HLD)
f(1]10,1])
_ f(W)p(0,1]]1)
FWp([0,1][1) + £(2)p([0,1] ] 2)
B (1/2)(1/3) 11
T(1/2)(/3)+(1/2)(1/3)  1+1 2
= f(2][0,1]) = f(2][1,0])
= f(1][0,1]) = f(2][1,0])

Conclusao 1: Ao observarmos [X = 1,Y = 0] ou [X = 0,Y = 1], tanto no caso com
reposicao quanto no caso sem reposicao, a distribuicao a posteriori € igual a distribuigao
a priori. Assim nossa opiniao apés a realizagao do experimento nao se alterou. Isto quer
dizer que esses pontos nao sao informativos.

Conclusao 2: Ao observarmos [X = 1,Y = 1] ou [X = 0,Y = 0] as distribuigoes a
posteriori sao diferentes das distribuigoes a priori. Portanto esses sao os pontos informa-

tivos.
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Conclusao 3: A tabela acima nos mostra que, em todos os resultados informativos,
ie. [X,Y] igual a [0,0] ou [1,1], o experimento sem reposi¢do ¢ mais informativo que
o experimento com reposigao. Todavia, um resultado nao infornativo, i.e. [X,Y] igual
a [0,1] ou [1,0], é também mais provavel no caso sem reposicao, 2/3, que no caso com
reposigao, 4/9.

1.2.2 Exemplo: Estatistica Forense

Um roubo foi cometido e um suspeito, um jovem, estd sendo julgado. O assaltante
aparentemente se cortou e seu sangue pingou no local do crime. O sangue do suspeito
também foi coletado. Como estamos interessados em avaliar a probabilidade do suspeito
ser o criminoso, devemos usar todas as evidéncias disponiveis. Foi observado que o sangue
do local do crime é do mesmo tipo do sangue do suspeito.

Questao 8: Como o estatistico estabelece os elementos de sua anéalise?

Resposta:
Parametro: 6 = 1(=0) se o suspeito ¢é culpado (inocente).
Observavel 1: X =1

(= 0) se o sangue do suspeito é do tipo A (ndo A).
Observavel 2: Y = 1(=0) se o sangue do local é do tipo A (nao A).

Questao 9: Como se implementa os elementos para a operacao Bayesiana?
Resposta:

Consideremos que a priori ¢ = Pr(f = 1). Por outro lado como o tipo de sangue deve
ser independente da culpabilidade do suspeito, X é independente de 6.

Assim, Pr(X =1|0) = Pr(X = 1) = p. Finalmente, podemos escrever a probabilidade
condicional de Y dado [, X]:

D se=0Ny=1
l—p se=0Ay=0
Pr(Y =y| X =z,0) =
1 sel=1Ny==x

se=1Ny#ux

Note que tanto X como Y sao independentes de §. No entanto, o vetor [ X, Y] é dependente
de 6.

Questao 10: Como se calcula a distribui¢ao a posteriori de 67
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Resposta: O denominador na férmula de Bayes é:

Pr(X =1,Y =1)

= Pr(@=0)Pr(X=1|0=0)Pr(Y =1|X=1,0=0)
+ Pr(d=1)Pr(X=1|0=1)Pr(Y =1|X=1,0=1)
= Pr@=0)Pr(X=1)Pr(Y =1|X=1,0=0)
+ Pr(0=1)Pr( X =1)Pr(Y =1|X=1,0=1)

= (1-qp*+qp
Tomando o segundo termo da direita é numerador na formula de Bayes,

qp _ q -
(1—q)p*+qp (1—-qp+q

t =Prf=1|X=1Y =1) = q

Note que, se houver concordancia nos sangues da evidéncia e do suspeito, a probabili-
dade a posteriori é maior do que a priori, como esperado. Note tamém que, quanto mais
raro o tipo de sangue, mais informativa sera uma concordancia, i.e., p — 0 = t — 1.
Por outro lado, quanto mais comum o tipo de sangue, menos informativa sera uma con-
cordancia, i.e., p — 1 =1t —q.

1.2.3 Exemplo: Diagndstico Médico

Aido é um médico que fez um exame clinico em sua colega Leane. Ele julga que com
probabilidade 1/10 ela esta infectada pelo virus HIV. Este julgamento ele fez ao com-
parar Leane com o banco de dados de sua clinica e também por sua vasta experiéncia de
colaboragao com infectologistas. Além disso, na opiniao de Aido, 80% (30%) das pessoas
que (ndo) sao portadores do virus reagiriam positivamente a um teste laboratorial. Leane
se submeteu ao teste e reagiu positivamente.

Questao 11: Como estabelecer os elementos e efetuar a calibracao da probabilidade
de Aido?
Resposta:

Pardametro 6 =1(=0) se Leane (nao) é portadora do HIV
Observavel X =1(=0) se Leane tem resultado positivo (negativo)

Assim,

£(1) = Pr(6 = 1)
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Podemos escrever a probabilidade marginal de X como:

Pr(X =1)
= f(W)p(1]1)+ f(0)p(1]1)

1 8 9 3
1010+1010 0.08 4+ 0.27 0.35,
Pr(X = 0)
= f(Wp0]1)+ f(0)p(0]0)
1 2 9 7
1010+101O 0.02 +0.63 0.65,

JAY) = o2~ 0220 > 0.1=f(1),
2
fa10) = = ~ 0081 < 0.1=f(0).

Evidentemente, assumimos conhecidas as freqiiéncias populacionais de resultados pos-
itivos do teste laboratorial. Contudo, em situacoes praticas existe uma incerteza associada
a esses valores e distribuicoes a priori sao utilizadas. Na parte de modelagem estatisticas
apresentaremos uma solucao mais realista para o problema do diagnéstico médico.

1.2.4 Exemplo: Paternidade

Antonio, um jovem filho de Maria, decide seguir o conselho de sua mae e entra na justica
para que John, um rico empresario, reconheca a paternidade de Antonio. O Juiz entao
decide que tanto o demandado, John, quanto os demandantes, Antonio e Maria, se sub-
metam ao exame de DNA em amostras de seus respectivos sangues. As andlises dos
sangues seguiram a técnica de Microsatélites pela Reacao de Cadeia da Polimerase (PCR).
O resultado dos 3 primeiros locos foram os seguintes:

Loco Mae Demandante Demandado

1 11—13 13—16 12—16
2 29—33 29—33 29—35
3 19—20 20—19 19—19

Representemos as freqiiéncias génicas envolvidas nos locos 1, 2 e 3 por fi, gi e hi, re-
spectivamente. O indice varia de acordo com o ntimero do alelo. Assim, fi3 é a freqiiéncia
génica do alelo 13 do loco 1. Aqui sera resolvido o calculo da probabilidade de paternidade
apenas para o loco 1 e os outros dois devem ser feitos para o prazer do leitor.

Questao 12: Como o estatistico estabelece os elementos de sua andlise?
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Resposta:

Parametro 6 =1(=0) se o demandado (néo) ¢ o pai
Observavel 1 X = 1(=0) se o genotipo do demandado (nao) é (12—16)
Observavel 2 Y =1 (= 0) se o genotipo do demandante (nao) é (13—16)

Questao 13: Como se implementa os elementos para a operacao Bayesiana?
Resposta: Consideremos que a priori ¢ = Pr(f# = 1). Por outro lado,

Finalmente, podemos escrever a probabilidade condicional de Y dado (6, X):

1
Pr(Y =1[X =1,0=1)=

1

17

Note que tanto X como Y sdo independentes de #. No entanto, o vetor [X,Y] é

dependente de #. Utilizamos aqui o equilibrio de Hardy-Weinberg para a definicao das

probabilidades.
Questao 14: Como se calcula a distribuicao a posteriori de 67
Resposta:

Pr(X=1Y=1) = Pr(X=1,Y=10=0)+Pr(X=1,Y=1,0=1)
= Pr(0=0)Pr(X =1
= Pr(0=0)Pr(X=1]0=0)Pr(Y =1|X=1,0=0)
+ Pr(0=1)Pr(X=1]0=1)Pr(Y =1|X=1,0=1)
= Pr@=0)Pr(X=1)Pr(Y=1/X=1,0=0)

+ Pr(6 =1)Pr( 1

temos entao que

PriX=1Y=1)= (1—q)(

2 f12f16) f16
;4

(2f12f16) f16
4

Consequentemente teremos, dividindo o segundo termo pelo total,

Pr@=1|X=1Y =1)= (14 2f1s(1—q)/q)".

Y =1[0=0)+Pr(§=1)Pr(X=1,Y=1[6=1)

No caso de incerteza total a priori, q=1/2, terfamos como posteriori de paternidade [1 +

2f16]7'. Quanto mais raro for o alelo 16 na populacao maior serd o valor da probabilidade

de paternidade.

Usando a probabilidade a posteriori do loco 1 como priori para o loco 2 e a do loco 2

para o loco 3, o leitor podera perceber que observando-se mais locos a probabilidade de

paternidade aumenta com o numero de locos estudados. O leitor podera ter dificuldades

no calculo dos outros dois locos pois tera de considerar outros aspectos nao discutidos no

caso do loco 1.
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1.2.5 Comentarios Adicionais

Nesta introducao ao método estatistico indutivo, apresentamos os elementos béasicos para
o trabalho de um estatistico que deseja usar informacoes disponiveis no ambiente espe-
cializado que definiu o problema a ser resolvido. As idéias foram colocadas de forma
elementar para realcar a mecanica da operagao Bayesiana de inducao.

Como leitura adicional recomendamos que o leitor olhe com especial atencao o livro
do Professor David Blackwell, Basic Statistics, que foi traduzido em 1972. Outra leitura
obrigatoria, para quem deseja entrar com o pé direito na carreira estatistica, é o livro do
Professor Morris DeGroot. Para quem desejar leituras mais profundas sobre os funda-
mentos de Estatistica recomendo os livros dos Professores Dev Basu, Oscar Kempthorne,
Jack Good e Bruno De Finetti. As referéncias completas estao na seqiiéncia. Divirtam-se!
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Capitulo 2

Analise Pré-Posteriori

2.1 Introducao

Neste capitulo discutimos conceitos fundamentais para um planejamento adequado so-
bre coleta de informacoes sobre o estado da natureza ou parametro #. O material aqui
apresentado, diferente do apéndice sobre entropia, é mais conceitual do que operacional
embora apresente solugoes para alguns problemas especificos. Ressaltamos que o objetivo
é a diminuicao da incerteza sobre 6. Isto é, a busca por boas inferéncias sobre 6 é parte
relevante do trabalho do estatistico.

Este capitulo é dividido em cinco sec¢oes incluindo esta introducao. A Secao 3.2 ap-
resenta o conceito de informagao como visto por Basu (1975). A Se¢ao 3.3 introduz um
conceito de informacao mais operacional apresentado por DeGroot (1962). A Secao 3.4 é
dedicada ao conceito de experimento mais informativo, introduzido por Blackwell (1951).
O conceito de informagao apresentado por Blackwell tem carater mais tedrico, mas ainda
assim pode ser utilizado na escolha de experimentos. Com cardter mais aplicado, a Se¢ao
3.5 mostra o célculo do tamanho da amostra na perspectiva Bayesiana. Duas situacoes
sao discutidas: a amostragem por atributos, tanto para o modelo binomial quanto para o
hiper-geométrico.

2.2 Informacao Segundo Basu

A procura por uma definicao de informacao nos levou inicialmente a considerar que o
conceito apresentado por Basu (1975), embora nao operacional, parece ser o que melhor
descreve o que se entende por informacao.

Informacgao € o que ela faz por vocé, muda a sua opiniao.

O carater subjetivo desse conceito esta intrinseco com a inclusao da pessoa que esta
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tentando obter informacao. Muitas vezes um conjunto de observagoes pode nao alterar
em nada o conhecimento de um individuo, mas pode ser bastante relevante para um outro
com paradigmas diferente do primeiro.

Para operacionalizar esse conceito abstrato, devemos tentar responder as seguintes
questoes fundamentais para um bom trabalho estatistico:

I. Informagao sobre o que?

I1. Onde esta a informacao?

ITI. Quanto de informacao é usada?

IV. Como a informacao é extraida?

Vejamos como poderiamos responder essas perguntas.

A informacao é sobre o valor de 6 e é descrita pela distribuicao atual de 0. Essa
descrigao é baseada em avaliagoes probabilisticas. Informacoes adicionais podem ser cul-
turais ou experimentais. Isto é, o maior envolvimento na &rea onde a pesquisa esta
sendo realizada produz um ganho cultural que pode modificar a distribuicao de 6. Ja
a informagao experimental é relativa a realizacao de experimentos (varidveis aleatérias),
X,Y, Z etc., que sao passiveis de serem realizados (observadas). Na verdade, o processo
de incorporacao da informacao sobre #, contida nos resultados experimentais, é um pro-
cesso de adestramento, diferente do cultural. Aqui temos condig¢oes de discutir apenas
esse segundo tipo de informacao, a experimental.

Vamos supor que o experimento X estd sendo realizado e que seu resultado, z, é
observado. Como conseqiiéncia natural, passamos de f(#) para f(6|z). Recordando
apenas que essa calibragdo da informagao é obtida pela operacao de Bayes: f(0|z)
L0 ]x)f(0)

Quanto ao valor da quantidade de informacao extraida, devemos definir, de acordo com
os interesses do problema que esta sendo resolvido, uma distancia entre a distribuicao a
priori e a posteriori. Essa distancia muitas vezes esta relacionada com custos ou utilidades
definidas em determinadas situagoes como por exemplo am estudos de qualidade de vida.
Na proxima secao utilizaremos a fungao utilidade como medida dessa distancia.

Estamos aptos agora a responder as perguntas apresentadas acima:
i. Informagao sobre o que?

Ri: Sobre 6!

ii. Onde esta a informacgao?

Rii. Estd em L(6]|x) !

iii. Quanto de informacao é usada?

Riii. O valor da distancia D(f (0 |z), f(0)).
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iv. Como a informagao é extraida?

Riv. Pela operagao de Bayes, f(0|x) oc L(0|z) f(0)

Voltamos a seguir ao exemplo das bolas de gude descrito no Capitulo 1:
Exemplo 3.2.1: Bolas na Caixa

Consideremos quatro bolinhas de gude, duas brancas e duas pretas. KEscolho trés
e coloco em uma caixa. Vocé deve adivinhar qual o nimero, 0, de bolinhas brancas
dentro da caixa, um ou dois. Vocé pode, inicialmente, retirar ao acaso uma bolinha
da caixa para ganhar informacao adicional. Para tentar ganhar mais informacao, pode
retirar uma segunda bolinha da caixa e essa retirada pode ser com ou sem a reposi¢ao,
na caixa, da primeira bolinha retirada. Para cada um dos resultados experimentais,
calculamos as probabilidades a posteriori que foram apresentadas no Capitulo 1. Ao
escolher o experimento, esperamos produzir maior informagao com a nossa escolha. Vamos
considerar a distancia Euclidiana, DE, entre os vetores de probabilidades. Se calcularmos
a distancia entre piori e posteriori para cada resultado possivel e depois avaliarmos o valor
esperado em cada um dos experimentos, encontraremos o mesmo valor, 0.24, independente
de qual experimento, X, [X,Y] ou [X, Z].

Observando que a maior distancia possivel (maior ganho?) é DE([0.5,0.5],[0,1]) =
0.71, podemos concluir o seguinte:

i. Com apenas uma retirada, ao observarmos X, o ganho é 33% do possivel, tanto
para X = 0 quanto para X = 1. Isto é, ganho pequeno mas garantido!

ii. Com duas retiradas com reposi¢ao, ao observarmos [X, Y], o ganho pode ser 60%,
resultados [0,0] ou [1,1], com probabilidade 0.56 ou pode nao haver ganho, 0% com
probabilidade 0.44, caso dos resultados [0,1] e [1,0]. Isto é, ganho moderado com risco
moderado!

iii. Com duas retiradas sem reposicao, ao observarmos [X, Z|, o ganho pode ser 100%
com probabilidade 0.33, caso dos resultados [0, 0] ou [1,1] e,novamente, pode ndo haver
ganho, 0% com probabilidade 0, 67 se o resultado for [0, 1] ou [1,0]. Isto é, ganho méximo
com risco alto!

O exemplo acima descreve bem a racionalidade do cotidiano na sociedade. Contudo, a
distancia entre distribuicoes, como apresentada, nao nos ajuda na andlise pré-posteriori,
para escolher qual o experimento que desejamos realizar. A intuicao nos diz que talvez o
fato de nao utilizarmos a topologia do espago paramétrico nos impede de uma avaliacao
mais apropriada. A proxima secao apresenta uma forma de considerarmos outra nuance
do problema.
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2.3 Informacao Segundo DeGroot

Em um artigo fundamental da teoria da decisao, DeGroot (1962) considerou uma fungao
real que tentativamente ordena o conjunto das distribuicoes possiveis para o parametro
0. Essa funcao foi denominada de Funcao Incerteza. A idéia é a seguinte: conforme
quantidades, X,Y, ..., associadas a 6 sao observadas, a incerteza sobre este parametro
deve diminuir. A seguir apresentamos mais formalmente a metodologia de DeGroot.

Consideremos um experimento genérico X cujo valor observado é x. Se f é a funcao de
probabilidade a priori, f, a funcao de probabilidade a posteriori, U uma funcao incerteza
e E o operador média, entdo espera-se que U(f) > E(U(f,)). Isto é, espera-se que
a incerteza a posteriori seja menor do que a incerteza a priori. Usando a conhecida
desigualdade de Jensen, DeGroot mostra que uma funcao real é uma funcao de incerteza
se e somente se é concava. Podemos escrever o resultado da seguinte forma: Para quaisquer
priori f() e experimento X, temos o seguinte:

I(X,f,U)=U(f)— E(U(fx)) > 0« U é concava.

O operador [ ¢é a quantidade de informacao sobre # contida no experimento X quando
a priori é f e a incerteza é U. Note que anteriormente nos referiamos a informacao contida
no resultado x efetivamente observado de um experimento X. Aqui estamos falando da
informacao que se espera de um experimento em relacao ao parametro.

No atual contexto o objetivo é a escolha de experimentos. Consideramos os caso onde
existam uma série de experimentos e nem todos podem ser realizados. Os experimentos
escolhidos para serem observados devem ser aqueles com maiores valores de I.

E importante ressaltar que as escolhas de f e de U, além de subjetivas, podem estar
interligadas e muitas vezes podemos ter casos onde a escolha de uma implica na caracter-
izagao da outra. Voltaremos a essa questao apds discutir alguns exemplos.

Exemplo 3.3.1: Variancia como Incerteza.

Consideremos um parametro cujo espaco paramétrico esta contido na reta. Vamos
considerar uma distribuicao a priori com média e variancia finitas. Se a variancia da
distribuicao de 6 é considerada como funcao incerteza, podemos provar que a variancia é
uma funcgao cncava. Isto é,

(X, 1,U0) =V(f) - E(V(fx)) = V(E(fx)) 2 0

Um exercicio necessério para o leitor é provar que V(0) = E(V(0| X))+ V(E(6| X)).
Chamamos atengao para o fato de F (6| X) ser um estimador de Bayes e V(FE (6| X)) sua
variancia. Assim estamos considerando um estimador, E(# | X), que certamente é viciado
no sentido da estatistica classica. Ao procurarmos qual experimento deve ser realizado,
escolhemos o que produz um estimador com maior variancia. Completamos esse exemplo
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retornando ao Exemplo 3.2.1 das bolas na caixa. Lembremos que # assume apenas os
valores 1 ou 2. Apéds avaliarmos F(0|X), E(0|X,Y) e E(0]X,Z), em cada um dos
resultados possiveis, calculamos as respectivas variancias e obtivemos 0.03, 0.05 e 0.08.
Assim, o experimento mais informativo no sentido de DeGroot é [X, Z] que produziu a
maior variancia. Maior variancia, maior risco de nao produzir informagao e possibilidade
de obter toda a informagao possivel!

Antes de finalizar esta secao gostariamos de ressaltar o carater subjetivo da escolha
tanto da distribuicao a priori quanto da funcao incerteza. Por exemplo, vamos supor
que na estimacao da proporcao de uma caracteristica, o modelo binomial é o modelo
estatistico do problema. Consideremos que a familia de distribuicoes beta é de onde a
priori sera escolhida. Em conjunto com a média, que define a estimativa inicial, a fixagao
da variancia da priori estabelece a priori do problema. Neste caso, a escolha da variancia

como funcao incerteza esta diretamente relacionada com a escolha da priori.

Na proxima secao discutiremos o conceito de suficiéncia de Blackwell. Novamente o
objetivo é escolher o experimento mais informativo para inferéncias sobre um parametro
de interesse. Mostraremos que, mesmo para estatisticos que nao aceitam o uso de proba-
bilidade para parametros, a escolha de um experimento para inferéncias, em presenca de
alternativas, pode ser feita racionalmente. Infelizmente, ao contrario do que apresenta-
mos na presente segao, por evitar-se o uso de medidas de probabilidade sobre os espagos
paramétricos, nao se pode dizer quanto de informacao um experimento X tem a mais,
quando comparado com um experimento menos informativo, Y. Isto é, o conceito de su-
ficiéncia de Blackwell introduz uma forma de identificar-se, quando existe, o experimento
mais informativo dentre um conjunto de concorrentes.

2.4 Suficiéncia de Blackwell

O conceito de estatistica suficiente estd relacionado com o objetivo de reduzir a dimensao
amostral sem perda de informacao. Por exemplo, a média e a variancia da amostra
podem conter toda a informacao contida em uma amostra de uma distribuicao normal
com média e variancia desconhecidas. Note que neste caso o espaco de observacoes sofre
apenas uma reducao, pois no lugar de precisarmos de toda a amostra, podemos trabalhar
apenas com um par de variaveis, sem perder informacoes relevantes sobre os parametros
populacionais. Blackwell (1951) estendeu o conceito de suficiéncia ao considerar diferentes
espacos estatisticos cujo unico elemento em comum seria exatamente o parametro 6 de
interesse e desconhecido. A melhor forma de discutir a suficiéncia de Blackwell é por meio
do seguinte exemplo. O material apresentado nesta secao pode ser encontrado em Basu e
Pereira (1990).

Exemplo 3.4.1:
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Vamos supor que uma nova empresa afirma estar produzindo um produto com o dobro
da qualidade de seu concorrente. Isto é, a taxa de falha de seus produtos é metade da
taxa de falha, 6, de seu concorrente. Para estimar 6 devemos coletar amostras da nova
empresa ou da antiga? Para responder a essa questao, consideremos dois experimentos de
Bernoulli: X |0 ~ Br(#) eY |6 ~ Br(6/2). Consideremos agora um experimento adicional
que ¢ o resultado de um langamento de uma moeda: Z ~ Br(1/2) . Note que Z nao é
relacionado a # e pode ser realizado em qualquer lugar e em qualquer tempo, em resumo,
o exercicio mais simples de aleatorizacao. Note que se considerarmos o experimento
Y’ = ZX temos que Y’ e Y sdo igualmente distribuidos: Y’ ~ Y. Assim se observarmos
X e depois realizarmos um exercicio simples de aleatorizagao, chegamos a um experimento
equivalente a Y.

O exemplo acima ilustra o conceito de suficiéncia de Blackwell. Isto é, suponha que
dois experimentos X e Y sdo tais que suas distribuigoes dependem dos parametros g(6) e
h(#), fun¢oes de um mesmo parametro . Dizemos que X é suficiente para Y em relagao
a 0, se existir um experimento Y’, obtido por uma composicao de X e algum experimento
Z definido por um exercicio de aleatorizac¢ao (distribuicao conhecida apds a realizagao de
X), tal que Y e Y’ sdo identicamente distribuidos. Neste caso escrevemos X > Y. No
exemplo, a primeira questao que se apresenta é se X < Y. A resposta é negativa como
Veremos a seguir.

Novamente, voltamos ao conceito de informacao. Na verdade continuamos a procura
por um experimento mais informativo sobre um parametro . Note que como Bayesianos
poderiamos comparar experimentos olhando para as possiveis posteriores. Nossa procura
por defini¢oes intuitivas nos levou a considerar o conceito de experimento mais informativo
na perspectiva Bayesiana. No contexto acima e considerando todas as distribuigoes a priori
dentro da classe considerada como alternativas, vamos definir suficiéncia comparando as
distribuicoes a posteriori. Na perspectiva Bayesiana, escrevemos X > Y se para qualquer
ponto amostral y de Y, existir um ponto amostral  de X, tal que f(0]y) = f(0]x). Fica
para o leitor mostrar que suficiéncia de Blackwell implica na suficiéencia Bayesiana. Se
estivermos comparando experimentos bem comportados e pudermos falar em todas as
priores possiveis, as duas defini¢oes seriam equivalentes. Para isso terfamos de ser mais
cuidadosos e lembrarmos dos conceitos de dominancia e modelos discretos da teoria da
medida. O argumento aqui apresentado faz-nos lembrar e entender a razao de Basu
considerar que a suficiéncia de Blackwell é um conceito Bayesiano e a denominou de
suficiéncia Bayesiana de Blackwell. Além disso, podemos dizer, com essa equivaléncia, que
a suficiencia de Blackwell nao viola o principio da verossimilhanca, pois uma inferéncia
sobre ¢ com a observagao Y = y produz o mesmo resultado se for realizada com X = z,
pois as verossimilhancas decorrentes sao proporcionais. A seguir apresentamos um pouco
da teoria de Blackwell.

Definicao: Funcao de Transi¢ao
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Consideremos dois experimentos X e Y cujos espacos amostrais sao representados por
X e Y. Uma fungao de transicao, F', de X para Y é uma familia F' = {f,(y);z € X'} de
fungoes (densidade) de probabilidade f,(y) definidas em ) e indexadas por x € X.

Por exemplo, a familia de fungées de probabilidade Hipergeométrica, H(y;x,n, N),
é uma funcao de transi¢do de {0,1,..., N} para {0,1,..n}, onde n < N sao inteiros
positivos. Poderiamos aqui pensar em uma maquina produzindo pecas com taxa de falha
6. Consideremos um lote de N dessas pecas e uma amostra de n pecas desse lote. A
funcao de transigao Hipergeométrica é na verdade a distribuigdo condicional de Y | X,
onde Y é o nimero de defeituosas da amostra e X é o nimero de defeituosas do lote.
Importante notar que H é a mesma funcao para todos os valores de 6.

Definicao: Suficiéncia de Blackwell

Sejam X e Y dois experimentos, como pensados acima, e com fungoes (densidade) de
probabilidade g(z |theta) e h(y|0). Dizemos que X é suficiente para Y, com respeito a
6, no sentido de Blackwell, se existir uma funcao de transicao tal que

h(y|6) = fo g(x ).

(No caso de modelos dominados, devemos trocar somatérios por integrais.)

O teorema a seguir resolve o problema da comparacao de experimentos de Bernoulli e
mostra como o problema da amostragem em populagoes finitas privilegia a amostragem
sem reposicao.

Teorema: Comparacgoes de Experimentos de Bernoulli

Sejam X |0 ~ Br(p(#)) Y |6 ~ Br(q(#)). Os experimentos X e Y sdo compardveis no
sentido de Blackwell se o conjunto {[p(6),q(0)] : 0 € O} estiver contido em uma reta que
corta dois lados opostos do quadrado unitdrio [0, 1]2. Ademais, X >4 Y (ou X <4 Y) se
a reta corta os lados verticais (horizontais) do quadrado. No caso da reta ser diagonal, X
e Y sao equivalentes, e escrevemos X ~y Y.

Prova:

Quando tratamos de distribui¢oes de Bernoully, X e Y, a existéncia de uma funcao de
transicao corresponde a existéncia de uma matriz de transicao. Isto é, vamos supor que X
é suficiente para Y. Isto quer dizer que P(Y = 1) = P(X =010)fo(1)+P(X =110)f1(1).
Ou seja,

q(0) = (1 —p(0)) fo(1) + p(0) f1(1) = fo(1) + p(O)(f1(1) — fo(1)).
Por outro lado
1—q(0) =1 —p@)(1 - fo(1)) +p@)(1 = fi(1)).

Isto é:
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Para entender que a prova estda completa basta escrever ¢(0) = a+bp(f) onde a = fo(1)
eb=fi(1) = fo(1).
Voltando ao Exémplo 2.4.1 verificamos que X >4 Y, mas todavia nao temos Y >y X.

Finalizamos essa secao mostrando que a amostragem sem reposicao é mais informativa
que a com reposi¢ao quando retiramos uma amostra de pegas de um lote para estimar o
numero de defeituosas do lote.

Exemplo 3.4.5: Amostragem

Consideremos um lote de N pecas e 6 o parametro de interesse, nimero de defeituosas
do lote. Se vamos retirar duas pecas do lote, devemos decidir se a segunda retirada
deve ser com reposi¢ao ou sem reposi¢ao. Representemos por [X, Y] o experimento com
reposigao e por [X, Z] o sem reposic¢ao. Isto é:

X|0~Br(0/N), Y|[X,0]~Y|0~Br(0/N) e Z|[X,0] ~Br((6 — X)/(N - 1)) .

De fato temos de estudar se o conjunto formado pelos pontos

0—x 9}

P0), Q50 = |y =7 4

pertence a uma reta que corta os eixos opostos do quadrado unitario, tanto para X = 0
quanto para X = 1. Mas ¢ evidente que

Q) = rOY=L ¢ Qo =ro Lt

N N N
Isto mostra que, para estimar 6, [X, Z] é mais informativo do que [X,Y] no sentido
de Blackwell. Falta ainda mostrarmos qual seria o exercicio de aleatorizacao que nos
permitiria construir um experimento equivalente a [X,Y] a partir de [X,Z]. O leitor
fica encarregado de mostrar que: definindo o experimento Y*|[X, Z] distribuido como
Bernoulli com probabilidade (X + (N — 1)Z)/N, entao [X,Y*]|0 ~ [X,Y]|6. Por outro
lado, as matrizes de transicao correspondentes a X =0 e X = 1 sao as seguintes:

1 0 N1 1
SIFARSE S
L 2o 0 1

N

Vamos finalizar essa se¢do com um problema proposto por Blacwell (1951). Suponha
que desejamos estimar o numero, ¢, de mulheres fumantes na populacao de professores
da USP. Sabemos o tamanho das populacoes de Professores, N, de Mulheres, M, e de
Fumantes F'. De qual populacao devemos retirar a primeira pessoa a ser estudada? Da
populagao de professores, da populacao de mulheres, da populagao de homens, da pop-
ulacao de fumantes ou da populacao de nao fumantes? Por simplicidade e sem perda
de generalidade vamos supor que 0 < M < F < N —F < N — M < 1. O leitor deve
responder estas perguntas para melhor aproveitar esta secao.
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2.5 Tamanho de Amostra

Nao é raro o estatistico ter de tentar responder a pergunta ”Qual o tamanho de amostra
que devo selecionar?” No entanto esta é uma pergunta que pode ser dificil de ser respon-
dida visto que depende de muitas consideragoes, suposicoes e restri¢oes sobre o problema
tratado. Recomendar a selecao da maior amostra possivel é sempre uma resposta que
satisfaz as qualidades estatisticas. Restrigoes de custo, no entanto, podem inviabilizar
essa resposta. Por outro lado, restrigoes na precisao e na incerteza irao colaborar para
um compromisso entre todos os limites estabelecidos. Neste capitulo mostraremos como
podemos estabelecer o tamanho de amostra respeitando as diversas restricoes do prob-
lema da estimacao de proporc¢oes populacionais. Consideraremos os dois casos conhecidos,
Populagoes Infinitas (tamanho desconhecido) e Populagoes Finitas (tamanho conhecido).

2.6 Amostras de Populacoes Infinitas

Aqui o nosso interesse é o parametro # de um modelo Binomial. Isto é, estamos in-
teressados na taxa de falha, #, a proporcao de pecas defeituosas produzidas por uma
maquina. Consideramos o caso em que o processo de producao esta sob controle, Isto
é, quando as unidades podem ser consideradas como sendo permutaveis. Equivalente-
mente, consideramos que as unidades sao produzidas de acordo com um processo de
Bernoulli com probabilidade 6. Representando o processo por {U;}i>1, as varidveis U;
sao, condicionalmente a 6, independentes e igualmente distribuidas segundo uma Br(0).
Dessa forma temos um processo de Bernoulli, Uy, Us, ... definido da seguinte forma:
Pr(U; = 110) = 1 — Pr(U; = 0]0) = 0, onde a sequéncia Uy, Us,... é composta de

variaveis mutuamente independentes dado 6.

O nosso objetivo é estabelecer o nimero, n, de elementos da seqiiéncia que serao ob-
servadas. Por populagoes infinitas entendemos aquelas que nao conhecemos seu tamanho.

Os numeros observados de defeituosas e de boas da amostra serao denotados por X
e Y, respectivamente e o tamanho da amostra por X +Y = n. Os parametros da priori
beta sao denotados por a e b > 1 e a soma por ng = a+b. Apds observada a amostra, x e
y sao os valores assumidos por X e Y. Os parametros da posteriori Beta serao denotados
por A=xz+4+aeB=y+b, eassim A+ B =n+ ng.

O modelo estatistico ¢ sumarizado a seguir:
Priori: 6 ~ Bt(a,b).

Dist. amostral: X | [0, n] ~ Bi(n, ).
Posteriori: 6 |[z,n] ~ Bt(A, B).

Média a priori: e = E(0) = a/ny.
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Média amostral: m = E(X |0,n) = On.

Média a posteriori: e, = E(0|n,z) = A/(n+ ng).
Variancia a priori: v = V(0) =e(1 —e)/(no+ 1).
Variancia amostral: V(X |6,n) = 0(1 — 0)n.

Variancia a posteriori: v, = V(0 |n,x) = e (1 —e,)/(n+no+ 1).
Note que v, < (4(n +ng + 1))~'. Se considerarmos apenas valores de a e b maiores
que a unidade temos que: v, < (4(n+3))~!. Assim a pior situacao serd obtida quando a

priori é nao informativa a = b = 1 e a posteriori for simétrica, A = B.

Vamos supor que para ser informativo, o intervalo que sera fornecido para a inferéncia
sobre 6 nao deva ser superior a 0.1. Assim o erro nao pode ser superior a 0.05. Vamos
imaginar que [[1, I3] seja o intervalo final e como a pior situacao é o caso simétrico,
com priori nao informativa teriamos que Iy = e, —td e I, = e, + td. Aqui, t é um
multiplicador do desvio padrao, d, da posteriori. A escolha de t depende da credibilidade
que se deseja para o intervalo [[1,[5]. Vamos imaginar que Pr(/; < 6 < Iy|z) = 0.95.
Imitando a normal vamos considerar que ¢ = 1.96. Assim, 1,96(4(n + 3))™%% < 0.05
¢ a desigualdade que usaremos para encontrar o tamanho de nossa amostra. Teriamos
assim, n > 381.16. Tomando-se entao n = 382, uma posteriori simétrica resultaria em
uma distribui¢ao Bt(192,192). O intervalo simétrico da pior amostra possivel, [0.45,0.55],
teria uma credibilidade de 1 — 2Pr(f < 0.45) = 1 — 2(0.025) = 0.95.

Vamos supor agora que com a amostra de 382 observagoes, foram obtidos 92 sucessos
e 290 fracassos. Com uma uniforme como priori a posteriori seria Bt(93,291). Com essa
distribuicao a posteriori, o intervalo de credibilidade teria um comprimento menor do que
0.1. De fato, o intervalo com aproximadamente 95% de credibilidade seria: [0.20,0.29]
com comprimento 0.09. Lembremos que na posteriori, a média é 0.24 eo desvio padrao
0.022. Usando-se a aproximacao normal para esta distribuicao teriamos uma credibilidade
de 0.95. Para o intervalo simétrico [0.20, 0, 29] a aproximagao normal daria a credibilidade
de 0.95. Note que os valores calculados tanto para a média como para o desvio padrao
sao obtidos com a distribuicao Beta.

A Tabela 3.1 apresenta tamanhos amostrais para diferentes restri¢oes:
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Credibility (percent)
I, — 1; | 90.00 | 95.00 | 99.00 | 99.50 | 99.80 | 99.90 | 99.95 | 99.99
0.05 | 1080 | 1534 | 2650 | 3149 | 3817 | 4327 | 4844 | 6050
0.06 | 749 | 1065 | 1839 | 2186 | 2650 | 3004 | 3363 | 4201
0.07 | 550 | 781 | 1351 | 1605 | 1946 | 2206 | 2470 | 3086
0.08 | 420 | 598 | 1033 | 1229 | 1489 | 1689 | 1891 | 2362
0.09 | 331 | 472 | 816| 970 | 1176 | 1334 | 1493 | 1866
0.1 268 | 382| 660| 785 | 952 | 1080 | 1209 | 1511
011 221 | 315| 545 | 649 | 787 | 892 | 999 | 1248
0.12 | 185 | 264 | 458 | 545 | 660 | 749 | 839 | 1048
0.13 | 158 | 225 | 390 | 464 | 562 | 638 | 714| 893
0.14| 135| 193 | 336 | 399 | 485 | 550 | 616 | 769
0.15 | 118 | 168 | 292 | 348 | 422| 478 | 536 | 670
0.16 | 103 | 147 | 256 | 305 | 370 | 420 | 471 | 589
0.17 91 130 | 227 | 270 | 328 | 372 | 417| 521
0.18 81 116 202 241 292 331 371 464
0.19 72 104 181 216 262 297 333 417
0.2 65 93] 163 | 194 | 236 | 268 | 300 376
Normal values for the corresponding tails

1.65 | 1.96] 258 | 2.81[ 3.09]| 3.29| 3.48

Tabela 3.1: Tamanhos de amostra vs. credibilidade

3.89

2.7 Amostras de Populacoes Finitas

Por populacgoes finitas entendemos aquelas que conhecemos seu tamanho. Vamos imaginar
que temos uma populagao com N unidades, onde N é um inteiro positivo e conhecido.
O nosso interesse agora é a estimacao do nimero € de unidades defeituosas em um lote
de N pecas. Evidentemente, # é um inteiro positivo com valor desconhecido com limite
superior N. Sem perda de generalidade podemos ordenar as unidades e identifica-las por
sua ordem. Isto é o conjunto de unidades sera {1,2,...N}. Assim para a unidade i,
estaremos associando uma variavel U; que assume o valor 1 se ¢ for defeituosa e 0 se for
uma pega boa. Dessa forma nosso vetor de valores populacionais pode ser representado por
= [Up,Us,...Uy] e =17. E natural supormos que trocarmos a ordem das unidades
nao altere o que se espera do vetor da distribuicao de 1. Dessa forma, consideremos que
a distribuicao de 1 é permutavel; isto é, para qualquer permutacao p,

PI‘(Ul = Uy, U2 = Ug,... UN = UN) = PI’(Up(l) = Uy, Up(g) = Ug,... Up(]\/) = UN) .

Sob a condi¢ao de permutabilidade, pelo teorema de De Finneti, {U;} é um processo
de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 7. Dessa forma é natural considerarmos
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que 0| 7 tem distribuigdo binomial com parametros [N, 7].

Com o objetivo de estimar o parametro de interesse 6, consideremos uma amostra
de unidades populacionais, digamos {1,2,...n}, sem perda de generalidades, pois es-
tamos nos restringindo ao processo permutavel. Assim, temos a independéncia condi-
cional, dado 7, entre a amostra {Uy, Us, ... U, } e o complemento populacional da amostra
{Un+1,Unya, ... Un}. Se denotarmos por X = Uy + Us + ... 4+ U, o total amostral, como
conseqiiéncia do teorema de De Finneti:

PriX=x,0-X=k|m)=Pr(X=z|m)Pr(0—X =k|m).

Lembremos que 7 é apenas um parametro que entrou no desenvolvimento apenas por
conveniéncia tedrica e assim nao existe algum interesse em seu valor. O nosso primeiro
interesse é a obtencao do modelo estatistico, Pr(X = z|6).

Notemos que:
PriX=z|0=t)=Pr(X =z,0=t|m)/Pr(0d=t|n) =

PriX=xz,0-X=t—a|m)/Pr(0=t|m)=
Pr( X =z|m)Pr(0 — X =t—a|m)/Pr(0 =t|n) .

Por outro lado, pela permutabilidade do processo definido, sabemos que:
i. X e 6 — X sao condicionalmente independentes dado ,
ii. X |[m,n]~ Bi(n,7) ,
iii. 6 — X |[m,n, N] ~Bi(N —n,m) e
iv. @|[r,N]~ Bi(N,n) .
Com essas propriedades podemos escrever a seguinte igualdade:
Pr( X =z|0=t,n7)=Pr(X =x,0=t|n)/Pr(0 =t|7) =

Pr(X =z, theta — X =t —x|m)/Pr(0 =t|n) .

Entao,
Pr( X =z|0=t7)=Pr(X =x,0=1t|n)/Pr(0 =t|7) =

Pr( X =x|m)Pr(0 — X =t—z|m)/Pr(0 =t|n) .
Isto é,
Pr(X =z|60=t,7m) =Bi(n,7)Bi(N —n,n)/Bi(N,n) = H(x,t;n,N) ,

onde H é a funcao de probabilidade hipergeométrica avaliada no ponto z, com parametro
t e tamanhos de amostra e populacao dados por n e N. Como esta fungao nao depende
de 7, concluimos que Pr(X =z |0 =t,7) =Pr(X =z |0 =1).
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Notamos também que ao observarmos na amostra o valor de X, o valor de § — X
passa a ser o parametro de interesse. Utilizando a mesma notacao do caso infinito, ao
considerarmos uma distribui¢ao a priori Bt(a, b) para m, a distribuigdo a posteriori seria
Bt(A, B). Como nosso interesse ¢ a distribui¢ao de (0 — X) | X, utilizamos a distribuicao
de

0 —X)|[r,X]~(0—X)|m~ Bin(N —n,n)

e calculamos a preditiva de §# — X ao eliminarmos 7 por sua posteriori Bt(A, B). Fi-
nalmente temos (# — X)|X ~ Bi(N — n; A, B), como detalhado no Capitulo 3. Isto
€,

(Nk_k)F(n+no)F(k+A)F(N—n—k+B)
Pr((0 —X)=k|X =1) =

T'(A)T(B)T'(N + ng)

A média e a variancia dessa distribuicao sao, respectivamente,

EO0-X|X=2)=EF@O@-X|X=z,m)|X=2)=FEFEO-X|n)|X=2)=

(N—n)E(n|X =2)=(N—-n)A/(n+ng) = (N —n)e,

VO-X|X=2)=(N—n)(N+ng)/(n+no+1))e,(1—e,) .

Novamente aqui podemos notar que o pior caso é aquele onde a média a posteriori de
T, en, € igual a 0.5. Consideremos agora um novo parametro definido por § = §/N. Vamos
nos concentrar nessa proporcao para estabelecer que o comprimento de um intervalo de
credibilidade para d nao deve exceder a um valor prefixado, digamos 2¢ = 0.1. Note que
en ¢ a média a posteriori de J cuja variancia a posteriori seria:

(N —n)(N +ng)e, (1 —ey)
(n + ng + 1)

N —n)(N + ng)

(
= X = =
Vo =VEIX =) A(n + ng + N2

<

Como antes iremos procurar um intervalo [I, I5] tal que Pr(/; < § < Ir|z) = 0.95.
Isto é, iremos encontrar o valor de t tal que I; = e, —td e I, = e, + td. Aqui, t é
um multiplicador do desvio padrao, d, da posteriori de §. Neste caso, além da varidvel
observada, também o parametro de interesse é discreto. Assim, os padroes da distribuicao
normal podem nao funcionar. No entanto se conseguirmos fixar o valor do desvio padrao
do parametro 4, encontraremos o valor de n necessario para atingir o limite fixado. Por
exemplo, suponha que fixamos td = 2d = 0.05. Neste caso, considerando d = 0.025 e
a=0b=1(ny = 2), para N = 5000, terfamos n = 394. Com esse tamanho de amostra,
o caso simétrico seria aquele onde A = B = 198 que corresponderia a x = y = 197. A
Tabela 3.2 apresenta os tamanhos de amostra para diferentes restrigoes.
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Desvio Padrao
Param. | Popul. | 0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.07 | 0.1
s oo | 2473 394 95 48 | 22
) 5000 | 1655 365 93 48 | 22
) 4000 | 1530 358 93 47 | 22
) 3000 | 1358 348 92 47 | 22
) 2000 | 1108 329 90 47 | 22
) 1500 | 934 313 89 47 | 22
) 1000 | 712 284 86 46 | 22
) 750 | 578 261 84 45 | 21
) 500 | 416 221 80 44 | 21
) 400 | 345 199 78 43 | 20
4] 300 | 268 171 73 41 | 20
) 200 | 185 133 65 39 | 20
) 100 96 83 49 33| 18
) 50 49 44 33 24 | 15

Tabela 3.2: Tamanhos de amostra vs. desvio padrao

Como exemplo, vamos supor que desejamos considerar uma amostra de um lote de
N = 50 pecas. Consideremos uma amostra de n = 15 pecas o numero X de pecas
defeituosas nessa amostra. Suponha que encontramos x = 5. Concluimos aqui que o
conjunto O = {10, 11, ...,25} é um conjunto de 90.69% de credibilidade para 6. Isto é,

Pr(f € ©y) = Pr(0.2 < § < 0.5) = 0.91 .

Os graficos das distribuicoes de probabilidades a posteriori de ™ no exemplo de pop-
ulacoes infinitas e de 6, no caso acima sao apresentados na seqiiéncia.
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Capitulo 3

Distribuicoes Derivadas do Processo
de Bernoulli

3.1 Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar as propriedades de algumas distribuicoes discretras
derivadas do processo de Bernoulli, e de algumas distribui¢oes continuas a elas assos-
siadas. Estas distribuicoes aparecem naturalmente em processos de contagem, e sao a
ferramenta mais natural para tratar dados discretos ou categéricos. Uma grande var-
iedade de problemas estatisticos admitem modelos discretizados, sendo esta uma forma
possivel de introduzir solugoes nao paramétricas.

O desenvolvimento da teoria apresentada é original, visando um tratamento unificado
de uma grande variedade gama de problemas, como populagoes finitas e infinitas, tabelas
de contengéncia de dimensao arbitrarias, dados deficientemente categorizados, regrecoes
logisticas, etc. O texto utiliza uma representacao singular que nao é usual em textos
de estatistica. Todavia, a representacao singular facilita a extencao dos resultados e a
implementagao numérica e computacional.

3.2 Notacao

Inicialmente definimos algumas notagoes matriciais. O operador r:s:t, lé-se - de r até
s com passo t, indica quer o vetor [r,r + s,7 4+ 2s,...t] ou o correspondente dominio de
incices. r:s é uma abreviacao de r:1:s. Usualmente escrevemos uma matriz, A, como
o indice de linha subscrito, e o indice de coluna superscrito. Assim, Af é o elemento na
i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A. Vetores de indices podem ser usados para
montar uma matriz extraindo de uma matriz maior um determinado sub-conjunto de

. 2: / . . .
linhas e colunas. Por exemplo A?{n /"2 é o bloco noroeste, i.e. o bloco com as primeiras

35
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linhas e ultimas colunas, de A. Alternativamente, podemos escrever uma matriz com
indices de linha e coluna entre parenteses, i.e. podemos escrever o bloco noroeste como

A(l:m/2,n/2:n).

V' > 0 é uma matriz positiva definida. O operador diag, quando aplicado a uma matriz
quadrada, extrai o vetor na diagonal principal, e quando aplicado a um vetor, produz a
matriz diagonal correspondente.

A% aq 0 e 0
ding(A)= | | dingla)= |, P
A 0 0 ... a,

Uma lista de matrizes pode ser indexada por indices subscritos ou superscritos a
esquerda. No caso de matrizes blocadas, estes indices a esquerda indicam os blocos de
linhas (subscritos) e colunas (superscritos), como por exemplo na matriz

14 24 ... 3A
LA
1A 24 ... sA

Assim, $A! é o elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna do bloco situado no r-ésimo
bloco de linhas e s-ésimo bloco de colunas da matriz A. Alternativamente, podemos
escrever os {ndices de bloco entre chaves, i.e. podemos escrever A! como A{r, s}(i, 7).

O operador Vec empilha as colunas da matriz argumento em um tinico vetor.
O produto de Kronecker (ou produto direto, ou tensorial), ® , é definido como segue:

ut AlB A*B ... A'B

y u? ALB A2B ... AiB
Vec(U"") = ) , AR B = ) ) . _

ur AB A2B ... A"B

Introduziremos agora conceitos relativos a permutacao particao de indices. Seja 1:m
um dominio de indices, no contexto deste capitulo, indices de classe. Seja p = o(1:m)
uma permutacgao destes indices de classe. A correspondente Matriz de Permutagao (de
Linhas) é

L 1 p(1)
P=1,= : assim P | : = :
Ip(m) m p(m)

Com um vetor de permutacao, p, e um vetor de terminacao, ¢, definimos uma partigao
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das m classes originais em s super-classes:

p(1) p((1)+1) p(t(s—1)+1)

p (1)) P () p(8(5))
onde t(0) =0<t(l) <...<t(s—1)<t(s)=m

Definimos as correspondentes matrizes de permutagao, P, e parti¢ao, T, como

1P
o P
P:[p(llm): . ) rp: p(t(r—1)+1:¢t(r)) >
P
T
T.=1(GP) ¢ T=| :
T

Estas matrizes facilitam escrever fungoes da particao como

e Os indices (classes) na super-classe r

LPAm)y=,P| 1 | = :
m p(t(r))

O numero de classes na super classe r

T,1=t(r)—t(r—1)

Uma sub-matriz com indices de linha na super-classe r

Apt(r—1)+1)
PA= :

Ap(t(ry)

A soma das linhas de uma sub-matriz com indices de linha na super-classe r

T,A=1(PA)

As linhas de uma matriz, somadas por super-classe

T A

TA: :
T, A

37
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Note que uma matriz 1" representa uma particao de m-classes em s-super-classes se T'
tem dimensao s x m, Tj € {0,1} e T tem linhas ortogonais. O elemento 7} indica de a
classe 7 € 1:m esta na super-classe h € 1:s.

Introduzimos as seguintes notacoes para as matrizes de observagoes, e seus vetores de
soma:
U=[u'a?..], U""=u'd?. . u", 2" =U""1

O acento til (tilde) indica alguma forma de normalizacdo, por exemplo, = (1/1'z)z.

Lema: Se u',...u" sdao vetores aleatdrios i.i.d.,
r=U""1= E(x) =nE(u') e Cov(z) =nCov(u')

O primeiro resultado é trivial. Para o segunto resultado, basta lembrar as propriedades
de transformacao da esperanca e da covariancia por operadores lineares,

E(AY) = AE(Y) , Cov(AY) = ACov(Y)A’
€ escrever

Cov(r) = Cov(U' ™)
= Cov((1®I)Vec(U"™) = (1'®1)(I® Cov(u')) (1®1)
= (® Cov(u'))(1®I) = nCov(u')

3.3 O Processo de Bernoulli

Consideremos uma seqiiéncia de vetores aleatérios, u!, u?, ... onde, Yu' pode assumir ape-

I' = 1 ouI? = 0 onde [ = L0
0 1 0 1

representando sucesso ou fracasso. Isto é, v’ pode assumir o valor de uma coluna qualquer
da matriz identidade, I. Dizemos que u’ é da classe k, c(u’) =k, sse u’ = I*, k € [1,2].

nas dois valores

Suponha também que, (na sua opinido), essa seqiiéncia seja permutédvel, ou seja, se
o([1,2,...n]) é uma permutacao de [1,2,...n], entdo, Vn, o,

Pr (ul, u") = Pr (ua(l), ...u"(”))

Com apenas essa restricao de permutabilidade, que corresponde a dizer que os rétulos sao
nao informativos, o Teorema de De Finetti estabelece que existe um vetor desconhecido

0,

eeez{ogez{
02

}§1| 160 =1}
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al que, condicionalmente a ut,u, ... sao mutuamente independentes, e a Probabili-
tal que, cond lmente a 6, u',u?, t te independentes, e a Probabil

dade condicional de Pr(u’ = I*|0) é 6y, i.e.

(u' Tu?1I...)|6 ou Hui|9, e Pr(u’ =1*6) =4, .

=1

Condicionalmente a 6 , a seqiiéncia u', u?, ... recebe o nome de processo de Bernoulli
e muitas das distribuicoes discretas conhecidas sao obtidas de transformacoes desse pro-
Cesso.

A Esperanca e covariancia (condicional a § de um vetor qualguer da seqiiéncia sao:
e E(u)=10

e Cov(u') = E(u'® (u')) — E(u') ® E((u)) = diag(d) — 0 @ ¢

Quando o dominio da soma 1:n, estiver subentendido, relaxamos a notagao usando x
no lugar de x™. Definimos ainda o operador “produtéria da potencia pontual” entre dois
vetores de mesma dimensao: Dados 6, e x, n x 1

n

0nx=]]06:)"

=1

Uma Regra de Parada, d, estabelece, para cadan = 1,2,..., a decisao de observar ou

nao u"!, apds as observacoes ul, ... u".

Para o correto entendimento do material da seqiiéncia, é preciso ter claro a inter-
pretagao de expressoes condicionais como z"|n ou z% |z¥. Em ambos os casos estamos
nos referindo a um vetor desconhecido 2", mas temos diferentes imformacgoes parciais. No
primeiro caso conhecemos n, e portanto conhecemos a soma das componentes, 745 = n;
todavia desconhecemos tanto a componente =7 como zj. No segundo caso conhecemos
apenas a primeira componente de z", z7, e desconhecemos a segunda componente, x7,
obviamente desconhecemos também a soma, n = z7 + z. Simplesmente preste atencao:
Listamos o que conhecemos a direita da barra e, (salvo termos alguma informacao adi-
cional) tudo o que nao puder ser deduzido desta lista é desconhecido.

A primeira distribuigdo que discutiremos é a Binomial. Seja d(n) a regra que estabelece
parar apos n observagoes, onde n é um numero pré-fixado.

7

A probabilidade (condicional) da seqiiéncia de observagoes U™ ¢

Pr(U"|0) =0 A"

O vetor de soma, =™ tem distribuicao Binomial com parametros n e 6 e escreve-se
™ |[n, 0] ~ Bi(n,0). Quando n (ou d(n)) estiver implicito no contexto, escreveremos x | 0
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no lugar de " | [n, 0]. A distribuigdo Binomial tem a seguinte expressao:

Pr(z" |n,0) = ( ;; ) 0L 2™

onde

(n)E I'(n+1) _ n! on—1s

x [z + 1) D(ae+ 1) 2! as!
Um bom exercicio para o leitor é verificar que o vetor esperanca e a matriz de co-
variancia de " | [n, 8] possuem as seguintes expressoes:
n n 1 -1
E(z")=nf e Cov(z")=n(0A1) L1

A segunda distribuigao que discutiremos é a Binomial Negativa. Seja §(z!') a regra que
estabelece parar na observacao de u™ ao obtermos um nimero pré-fixado de z7 sucessos.

A varidvel aleatéria x4, o numero de fracassos ao obtermos todos os x sucessos re-
queridos, é denominada Binomial Negativa com parametros z} e 6. Nao ¢ dificil provar
que a distribuigao Binomial Negativa, 2 | [, 0] ~ Bn(z, 8), tem a expressao, V xfy € IN,

n
|

s (;)(QA@"") = 6,Pr((=" = 1) (n—1),0)) .

Pr(a™|27,0) =
n

Note que, da forma como definimos a distribui¢ao, z é um inteiro positivo. Contudo,
essa restricao pode ser relaxada pois, para qualquer valor real positivo a, a fungao acima
continua sendo uma funcao de probabilidade. Para tanto, usamos

Z “” Cx) = a7, Yae 0,00 e €l0, 1

Jj=

Além dessa igualdade, um bom exercicio para o leitor seria verificar que a média e a
variancia de zf possuem as seguintes expressoes:

ZL‘?QQ
0

.T?QQ
(61)*

No caso particular de (2} = 1), a distribui¢cao Binomial Negativa toma o nome de

E (25 |2y, 0) = e Var(zy|2Y,0) =

distribuicao Geométrica com parametro 6. Se a variaveis aleatdrias sao independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d.) segundo uma geométrica de parametro 6, entdo, a
soma destas variaveis tem distribuicao Binomial Negativa com parametros a e 6.

A terceira distribuicao abordada é a Hipergeométrica. Voltando a seqiiéncia inicial,

ul,u?, ..., suponha que um primeiro observador conhece as N primeiras observacoes, en-
quanto um segundo observador conhece apenas uma subseqiiéncia de n < N destas ob-
1,2

servacoes. Como a seqiiéncia u',u”, ... é permutavel, pode-se considerar, sem perda de
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generalidade, a subseqiiéncia das n primeiras observacoes, u!, ... u" . Usando-se o teorema

N

de De Finetti, tem-se que 2" e 2V — 2" = U"*1* V1 sao condicionalmente independentes,

dado 6. Isto é, 2™ IT (zV — z™) | §. Além disso, podemos escrever
2" | [n, 0] ~ Bi(n,0) , 2V |[N,0] ~ Bi(N,0) e (¥ —2™) | [(N —n), 0] ~ Bi(N —n,0).
Nosso objetivo é encontrar a funcao de probabilidade de 2" |z". Note que z" ¢é
suficiente para U'*Y dado 6, e 2™ é suficiente para U'*". Além disto 2" | [n, z"V] tem a
mesma distribuicao de 2™ | [n, 2™V, 0]. Usando-se as regras do cdlculo de probabilidades e
as propriedades acima, temos que:

Pr(z" |n,z",0)
Pr(z", 2" |n,N,0)  Pr(z", (N —2a")|n,N,0)

Pr(zN|n,N,0) Pr(z¥|n,N,0)
Pr(z"|n, N,0) Pr(z™ — 2™ |n, N, 0)
B Pr(zN |n, N, 0) '

Assim, 2" | [n, 2V] tem funcdo de probabilidade

Pr(z" |n,z")

ondeOSx"SxNSNl, 12" =n 12V = N

Esta é a representacao vetorial da fungao de probabilidade Hipergeométrica.

2" | [n, 2] ~ Hi(n, N, z™) .

Um bom exercicio para o leitor seria verificar as seguintes expressoes para a esperanga
e a covariancia (condicional) de z™ | [n, N, z"] e covariancia entre u’ e u, i,j < n:
n n(N —n)

B@") = o o Cova”) = o (Y ) [_11 _11}

C o1 N “1 1
Cov(u', v’ | x )—m(x Al)[ ) _1}

A generalizacao para k > 2 categorias é natural, bastando para isso que usemos a
base ortonormal I', I2,...I* i.e. as colunas da matriz identidade de R*. As distribuicdes
multinomial e hipergeomtrica multivariada, discutidas na seqiiéncia, sao distribuigoes
derivadas de tais generalizagoes.
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Para complementar esta secao, apresentaremos a derivacao da distribuicao Beta-
Binomial. Vamos supor que um primeiro observador observou um numero de fracassos x4
até observar-se um numero pré fixado de x7} sucessos. Um segundo observador fez mais
observagoes observando 2 fracassos até completar o niimero pré-fixado de z2’ sucessos,
zp < .

Como z7 e 2V sdo pré-fixados, podemos escrever

w3 |0 ~Bn(zy,0) , 3|0~ Bn(a7,0)

(23 —@3) [0 ~Bn(ay —a7,0) e a3 II (2 — a5)|0.

Como antes, o nosso objetivo é descrever a distribuicdo de z% | [z}, zV]. Assim que o

leitor perceber que [27, 2] é suficiente para [z7, (z¥ — 2™)], com respeito a @, o problema

torna-se semelhante ao caso da hipergeométrica e obtemos, analogamente,

Ny Z p | D(b)  Tah +af) T(ay — af + 27’ — af)

= , ap e {01,125}
TGl +al) a8 - Ty —ap) 0D

Pr(a} | 2],

Esta é a funcao de probabilidade de uma variavel aleatéria denominada Beta Binomial

com pardmetros z7 e x'.
7y | (2}, 2") ~ BB(a}, ") .

As propriedades dessa distribuicao serao estudadas no caso geral da Dirichlet-Multinomial,
que aparece na seqiiéncia.

3.4 A Distribuicao Multinomial

Sejam u', i = 1,2, ... vetores aleatérios cujos possiveis resultados sao as colunas da matriz
identidade de ordem m, I*, k € 1:m. Dizemos que u’ é da classe k, c(u’) = k, sse u® = I*.

Seja 0 € [0,1]™ o vetor de probabilidades de uma observagao da classe k no processo
de Bernoulli m-variado, i.e.,

Priu'=110)=0,,0<60<1,10=1
Como na secgao anterior, sejam U

U=[u' v .. Jea" =U""

Definicao 2.1: Se o conhecimento de 6 torna os vetores u' independentes, entdo a
distribui¢ao (condicional) de ™ dado 6 chama-se Distribuigao Multinomial de ordem m
com parametros n e 0, que é dada por

n
n

Pr(z" | n,0) = ( ) 0 A 2™

T
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onde

n ['(n+1) n! . X
= = n=1x.
x Dz +1)...T(xpm+1)  zq!.. . xy!

Para representar a distribuicao multinomial escreveremos
" |[n, 0] ~ Mn,,(n,0) .
Quando m = 2, temos o caso binomial.

A seguir, verificamos algumas propriedades da distribuicao multinomial.

Lema: Se x| ~ Mn,,(n, ) entao a esperanca e covariancia (condicional) de x sao

E(z) =nf e Cov(xz) = n(diag(d) — 0 ® 6)

Demonstracao: Analoga ao caso binomial.

O resultado seguinte apresenta uma caracterizacao da distribuicao multinomial em
termos da distribuicao Poisson.

Lema: Propriedade Reprodutiva da Poisson.

isto é, a soma de varidveis (independentes) com distribuigdo de Poisson é Poisson.

Theorema: Characterizagao da Multinomial pela Poisson.

Seja © = [x1, ..., T, 0 vetor cujas componentes sdo independentes com distribuicoes de
Poisson com parametros dados no vetor A = [Af,...;\,]" > 0, A conhecido. Seja n um
inteiro positivo. Entao, dado A,

x|[n=1%A ~ Mn,,(n,0) onde 6 = L)\

1\
Demonstracao: A distribui¢ao conjunta de =, dado \ é
m 67)"6/\‘%
P A) = N
o) = [
k=1
Usando a propriedade reprodutiva da Poisson,
Pr(z |1z =n,)\)
Pr('z=nAx|\ Pr(z| A
_ r( x/ nAx|\) — §(n=1') Ir(a:| )
Pr(1'z =n|\) Pr(1’z =n|\)

Os resultado seguintes enunciam propriedades importantes da distribuicao multino-
mial. A demonstragao destas propriedades é simples, usando a characterizagao da Multi-
nomial pela Poisson, e a propriedade reprodutiva da Poisson.
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Theorema: Particao de Classes da Multinomial

Seja 1:m o dominio dos indices que denotam as classes de uma Multinomial de ordem m.
Seja T uma matriz de parti¢ao das m-classes em s-super-classes. Se x ~ Mn,,(n,0) e T
é uma matriz de parti¢ao, entdao y = Tz ~ Mng(n, T0).

Teorema: Condicionamento na Soma Parcial.

Se & ~ Mn,,(n, 8), entdo a distribuigao de parte do vetor x condicionada a sua soma tem
distribuicao Multinomial, tendo como parametro a correspondente parte do parametro
(normalizado). Para maior clareza, condicionando na soma das ¢ primeiras componentes,
temos:

: o1 :
r1:¢| (Va1 = j) ~ Mn, (jvwelit) onde 0 <j<n
10t

Teorema: Decomposicao Multinomial-Binomial.
Usando os dois tltimos teoremas, se z ~ Mn,,(n,0),

Pr(z|n,0) =

= En Pr $1't|j—1 01 :¢
. N ’1,91:,5 .
Jj=0

. 1
Pr ($t+1:m | (n —]), metﬂ:m)

(Lo il )

Analogamente, poderiamos escrever a decomposicao Multinomial-Trinomial para uma
particao dos indices de classe em trés super-classes. Poderiamos ainda escrever a decom-
posicao m-nomial-s-nomial para uma particao dos m indices de classe em um nimero
arbitrario de s super-classes.

3.5 Distribuicao Hipergeométrica Multivariada

Na primeira se¢ao, mostramos como a distribuicao hipergeométrica pode ser gerada de um
processo permutavel de variaveis de Bernoulli. A generalizacao natural desse fato aparece
ao considerarmos um processo permutavel onde seus elementos sao vetores aleatérios que,
como na distribuicdo multinomial, tomam valores em I*. Dizemos que u’ é da classe k,
c(u’) = k, sse u' = I*.

Uma amostra de tamanho n é tomada de uma populagao finita de tamanho N (> n),
a qual é particionada em m classes. As frequéncias populacionais (nimero de elementos
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em cada categoria) sao representadas por [¢1,...1,], e portanto N = 1'¢). Baseado na
amostra, deseja-se inferir sobre 1. xj é a frequéncia amostral da classe k.

Uma outra forma de descrever esse problema é considerar uma caixa com N bolas de
m diferentes cores que sao denominadas 1,...m. O numero de bolas com a k-ésima cor
¢é denotado por v,. Suponha que as N bolas sao separadas em duas outras caixas de tal
forma que uma caixa (caixa ntiimero 1) contém n bolas e a outra (caixa ntimero 2) (N —n)
bolas. O estatistico pode observar a composicao da caixa 1, representada pelo vetor x de
freqiiéncias amostrais. Agora, a quantidade de interesse para o estatistico é o vetor 1) — x
que representa a composicao da caixa 2.

Como no caso Multinomial selecao assumimos que U'*" é uma seccio finita de um
processo permutavel e, dessa forma, qualquer n-sub-seqiiéncia extraida de U " tem a
mesma distribuicao de U™,

Este fato implica que x = U'*™1 tem a mesma distribuicao do vetor de frequéncias de
uma amostra casual de tamanho n.

Como no caso bivariado, o nosso objetivo é encontrar a distribuicao de x |1. Nova-
mente, usando-se o teorema de De Finetti, existe um vetor 0 < 6 < 1, 1’0 = 1, tal
que ijzo w60 e Pr(c(u’)=k) =0, . Analogamente ao caso mutinomial, esses fatos
implicam nos seguintes resultados:

o |6 ~ Mn,,(N,6)
e x |0 ~ Mn,,(n,0)
o (¥ —2)|0 ~ Mn,((N —n),0)

o (Yp—x)llx|0

Usando-se os resultados da secao anterior e seguindo as mesmas etapas do caso His
na primeira sec¢ao, obtemos a seguinte expressao para a funcao de probabilidade Hiper-
geométrica m-variada, =™ | [n, N, ¢| ~ Hi,,(n, N, ) :

() (020)
(7)

onde0<z"<yY<N1,1z2"=n,1y=N

Pr(a" |, 4) =

Esta é a representacao vetorial da funcao de probabilidade Hipergeométrica.

2" | [n, 2] ~ Hi(n, N, zV) .
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Alternativamente, podemos escrever a formula usual
wl 2/12 . r‘/}m
I T2 Tm
N
n

Teorema: A esperanca e covariancia de um vetor aleatério com distribuicao Hiper-

Pr(z|y) =

geométrica, x ~ Hi,,(n, N, ), sdo:

N —n

E(z) = nv , Cov(z) =Ny

o T ~ 1
(diag(@) =¥ ©¢') onde = v
Demonstracgao: Use que

Cov(z") = nCov(u')+n(n — 1) Cov(u',u?) -
Cov(u') = E(u'®u)) - E@u)® E(') = diagt) - ® ¢
Cov(u',v?) = E(u'® @) - E@')® E(u?)

O segundo termo da duas ultimas equagoes sao iguais, e o primeiro termo da ultima

E
B

equacao é
1,2 e
E (ujus) =< NN-1
(Z]) %Nilseiséj

se =]

o2

Obtemos agora o resultado por manipulacao algébrica.

Note que, como no caso de ordem 2, os elementos diagonais de Cov(u') sao positivos,
enquanto os elementos diagonais de Cov(u',u?) sao negativos. Nos elementos fora da
diagonal os sinais se invertem.

3.6 A Distribuicao Dirichlet

Na segunda secao apresentamos a distribuigao Multinominal Mn,,(n,#). Nesta Segao
apresentaremos a distribuicao de Dirichlet para 6. Recordemos primeiramente as dis-
tribui¢oes univariadas de Poisson e Gama.

Uma varidvel aleatéria tem distribuigdo Gama, x |[a,b] ~ G(a,b),a,b > 0, se a dis-
tribuicao é continua com densidade

flz|a,b) = x* texp(—bx) , x>0

['(a)

A esperanca e a variancia desta variavel sao

E(z) = % e Var(z) = b%
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Lema: Propriedade Reprodutiva da Gama.
Se n variaveis independentes z; | a;, b ~ G(a;, b), entao

1z ~ G(1'a,b)

Lema: A distribuicao Gama é conjugada a distribuicao de poisson.
Demonstragao:
Se y| A ~ Ps(A) e A tem priori A|a,b ~ G(a,b), entdo

FX Ty, a,b) o L(A[y)f(A)

AV b
= —A)— et —bA Avta—l —(b+ 1A
Xp(~X)Jy g () o W leap(—(b+ )Y

Isto é, a distribuigao a posteriori de A é gama com parametros [a + y,b + 1].

Definicao: Distribuicao de Dirichlet.
Um vetor aleatorio

YESn-1={yeR"|0<y<1Aly=1}

tem distribuicao de Dirichlet de ordem m com parametro positivo a € R™ se sua densidade

for
yA(a—1)

Pr(y|a) = Ba)

Note que §,,,_1, o Simplex de dimensao m—1, é uma regiao de R"™ sujeita a 1 “vinculo”,
1’y = 1, tendo portando m — 1 “graus de liberdade”. Neste sentido, dizemos que a
distribuicao de Dirichlet tem uma “representacao singular”. E possivel dar uma repre-
sentacao nao singular a distribuigao de [y, ... ym_1]’, conhecida como distribuicao Beta
Multivariada, mas ao custo de complicar bastante a algebra envolvida, e perder muito da
interpretacao geométrica da representacao singular.

O fator de normalizacao ¢ simplesmente

B<">E/Es (b= 1)y

Lema: Funcao Beta.
O fator de Normalizacgao da distribuicao de Dirichlet acima é a Funcao Beta, definida

B(CL) HZ”;l F(ak)

I'(1'a)

CcOo1mo
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Theorema: Dirichlet Conjugada da Multinomial:
Se 6 ~ Di,,(a) e |6 ~ Mn,,(n,0) entao

0|x ~ Diy(a+z).

Demonstragao:

Basta lembrar que a verossimilhanca da Multinomial é proporcional a § A x, e que a
priori Dirichlet de 6 é proporcional a # A (a — 1). Portanto a posteriori é proporcional a
0 (xr+a—1). Por outro lado, B(a+ x) é o fator de normalizagao, i.e., é igual a integral
sob 6 de 6 A (x + a — 1), e assim temos uma fungao de densidade Dirichlet como acima
definida.

Lema: Momentos da Dirichlet.
Se 8 ~ Di,,(a) e p € IN™, entdo

E(@Ap) = B(;(Z)p)
Demonstragao:
L2610
B 1 . _ 1 . B _ B(a+p)
= B(a)/@(QAp)(@A( 1))de B(a)/@(HA( +p—1))do —B(a)

Escolhendo aproprianamente os expoentes, p, temos

Corolario: Se 6 ~ Di,,(a) , entdo

" 1
E(Q) = a 1—,&@

1 — o~
COV(0> = TH (dlag(a) —Qa ® Cl/)
Theorema: Caracterizacao da Dirichlet pela Gama.
Sejam as componentes do vetor aleatério z € R™ independentes e com distribuicao
G(ax,b). Entao o vetor normalizado
1

Y=gt Diy,(a), 'z ~ Ga(1'a) e y I 1'x
T
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Demonstragao:

Considere a normalizagao,

como uma transformacao de varidveis. Note que uma das novas variaveis, digamos
Ym =t(1 —y1... — Ym_1), torna-se redundante.

A matriz Jacobiana da transformacao

a(xlyx%"'mm—b'xm) . . . y.2
7= (Y1, Y2, -+ Ym-1,1) S '
1,925 -+ - Ym—1, 0 0 " Y1

| —t —t - =t =y =Y

Realizando operagoes elementares que somam todas (exceto a ultima) as linhas a dltima
linha, obtemos a fatoracao da matriz Jacobiana J = LU, onde

1 0 -~ 0 0 t 0 - 0

1 - 0 0 0 t 0

L= : e U= : :
0 0 1 00 t Y

1 -1 -1 1] [0 0 0 1

As matrizes triangulares tem determinante igual a produtoria dos elementos na diagonal
principal, portanto |J| = |L||U] = 1¢t™ 1.

Por outro lado, a distribuicao conjunta de x é

—

flz) = HGa(xk]ak,b) = H b e*b:vk(xk)akq
k=1

wr L)

e a distribui¢ao conjunta no novo sistema de coordenadas é

ba* T b
— tmfl —bxy, ar—1 __ 7fmfl —btyy t ap—1
1:[ F(ak)e (xk) H F(ak)e ( yk)

= () Va_ —bt,a—mym—1 = ()" Va —bt,1’a—1
RLALLAEE B R A A = 2 b e e
(H en ey

k
k=1 k
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Logo, a distribuigdo marginal de y = [y, ... yx]|" é

o w L yA-)
- (H T(ar) )m TP

Na pentltima passagem, substituimos a integral pelo fator de normalizacao de uma den-
sidade Gama, Ga(1'a,b). Assim, obtemos uma densidade proporcional a y A (a — 1), i.e.,
uma Dirichlet, Q.E.D.

Na dltima passagem obtemos também o fator de normalizacao da Dirichlet, demon-
strando o lema da funcao Beta.

Lema: Biparticao dos indices da Dirichlet.
Seja 1:¢, t + 1:m uma biparticao do dominio dos indices das classes de uma Dirichlet de
ordem m, 1:m, em duas super-classes. Seja y ~ Di,,(a), e

1 1 9 1
Z = Y:¢, 7= 57—
1’?!1 it ! 1,yt+1 ‘m

llylit }

cm, W=
yt-l—l. |: 1/yt+1:m

Temos entao que, z' I z2MMw e

1a, -
Zl ~ Dit(al;t) s 22 ~ Dim,t(at+1;m) e w ~ Dlg (|: e :|)

Demonstragao:
Pelo Teorema da Caracterizacao da Dirichlet pela Gama podemos imaginar que o vetor
y € originado pela normalizacao de um vetor x de m varidveis

1

Y= EZU , 71, ~ Ga(ag,b) , kI:[lIk

Considerando apenas cada super-classe isoladamente, construimos os vetores 2! e 22 que
sao distribuidos como

oo ! 1
B 1/3/1:ty1't - Vo

22 = ;y 1: = ;J} 1: ~ Di (CL 1: )
1Iyt+1:m t+1:m 1/xt+1:m t+1:m m—t\Wt+1:m

Tr:¢ ~~ Dit(al:t)
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211 22, que sdo por sua vez independentes das somas parciais

Va1~ Ga(l'ay:4,b) e Vapyr o ~ Ga(l'ag1:m, b)

Usando novamente o teorema da Caracterizacao da Dirichlet pela Gama para estas
duas variaveis Gama, obtemos o resultado, Q.E.D.

Podemos generalizar este resultado para uma particao qualquer do conjunto de classes,
como segue. Se y ~ Di,,(a) e T é uma s-particao de suas classes, entdo, as distribuigoes

intra extra super-classes sao Dirichlets independentes, como segue
' L Py ~ Dig, (,Pa)
z = r ~ 1 rIQ
Ty Yy Tr1
w = Ty ~ Diy(Ta)

3.7 Dirichlet-Multinomial

Dizemos que um vetor aleatério x € IN™ | 1’z = n tem distribuigao Dirichlet-Multinomial
com vetor de parametros n e a € R™, sse

_ Bla+z) (n\  Bla+z) 1
Prxin.a) = =53 (3:) = B B(x) A1

Teorema: Caracterizaga da DM por mixtura de Multinomial por Dirichlet.

Se 0 ~ Diy(a) e 2|0 ~ Mn(n,0) entao x| [n,a] ~ DM,,(n,a)

Demonstracao: A distribui¢ao conjunta de 6,z é proporcional a § A (a + x — 1), cuja
integral em 0 é B(a+ x). Assim, multipicando pelas constantes da distribuicao conjunta,
temos a marginal de z. Q.E.D. Assim, demostramos também que a funcao DM integra
um, isto é

Pr(z) = /GESM ( Z ) 0L ) BEG)HA(a— 1) do

_ Bz@) (Z)/QESMI(GA(:L‘—FCL—I)) b = %(2)

Teorema: Caracterizacao da D-M por m Binomiais Negativas.

Seja a € INY', e v € IN,,, um vetor cujas componentes sao varidveis aleatérias indepen-
dentes, a; ~ Bn(ag, ). Entao

z|[1'z = n,a] ~ DM,,(n,a)
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Demonstracao:
- ag + T — 1 )
Pr(x|0,a) = 0% (1 — 0)*x
wlow = ]I (ot (1-0)
1’ 1 —1 / /
Pr(]_IQ;’e’a) — < a+1/ X > 91 a(l_e)la
T
Entao
m ap +x — 1
P 0 - T
Pr(z |1z =n,0,a) = rga: [a,9) = t
Pr(1’z =n|0) lTa+1z -1
1z

Portanto

Pr(z|12z=n,0,a) = Pr(z|1'z =n,a)
= T(ap+xx) , T(Va+n Bla+z) [ n
11 ( )/ (F'a +n) ( )( )

! (ag) ['(Ta)n! - B(a) x

k=1

Teorema: A DM como Pseudo-Conjugada da Hipergeométrica

Se x ~ Hi,,(n, N,¥) e ¢ ~ DM,,(N,a) entdo (¢ — x) | x ~ DM,,(N — n,a)

Demonstragao: Usando as propriedades da Hipergeométrica ja apresentadas, temos
a independéncia, (¢ —x) 11z | §. Podemos portanto usar a amostra Multinomial z | para
atualizar a priori para obter a posteriori

0|x ~ Diy(a+ z)

Assim, a distribuicao parte da populagdo nao amostrada, ¢ — x, dada a amostra x, é a
mistura de (¢ — )6 pela posteriori de 6. Pela caracterizacdo da DM como mistua de
Multinomial por Dirichlet, segue o teorema, i.e.,

(Y =) |0, 2] ~ (¢ —2) [0 ~ My, (N —n,0) :
_ ~Di (N —
0| ~ Dip(a+ 2) = W=a)|z~Din(N =n,atz)
Lema: Esperanca e Covariancia da DM.
Se x ~ DM,,(n,a) entao

= 1a
1 — o~
Cov(z) = % (diag(@) —a @ @)
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Demonstragao:

E(.T) = E@
E(x®@1') = Ey

(Ex(z]0)) = Ep(nd) = na

(
Eg(

Ey (

E
E.(z ®2'|9))
E(z|0) ® E(z|0) + Cov(z]0))
n (diag(d) — 0 ® 6') + n*0 @ ¢')

n Eq (diag(f)) + n(n — 1) Eg(d @ 0")
= ndiag(a) + n(n —1) (E(8) @ E(6)" + Cov(6))

. ~ - 1 e~

= ndiag(a) +n(n —1) <a ®a + Tarl (diag(a) —a ® a’))
S 1a _

= ndiag(a) +n(n —1) 1, dlag( )+ Tar1" ®a

Cov(z) = E(x®a)— E(z)® E(z ®:U)—na®a

n(n —1) -~
= <n+ Va1 >d1ag ( l—nQ)CL@a/
)

= M(dl&g()—@@ Q.E.D.

1Ta+1

Teorema: Biparticao das classes na DM
Seja 1:¢, t + 1:m uma biparticdo do dominio das classes (indices) de uma DM de ordem
m, 1:m, em duas super-classes. Enta sao equivalentes a condic¢ao iv e o conjunto de
condicgoes i a iii abaixo:

c. _ I

1 L1t H xt—}—l:m | ny = 1 L1t

. Y

-1 @14 |ny = Vay ~ DMy(ny, ar.)

. Y
1i-2: Tt41:m | ny =1 Ti41:m ™ DMm—t(n27 at—}—l:m)

1a;.
ii: {"1 } ~ DM, (n[ - D
N Vag1.m
iv: z ~ DM,,(n,a)

Demonstracao: Basta mostrar que adistribuicao conjunta pode ser fatorada desta
forma. Pela caracterizaca da DM como mistura, podemos escreve-la como mistura de de
uma multinomial por uma Dirichlet. Pelos Teoremas de biparticao podemos fatorar tanto
a Multinomial quanto a Dirichlet. O teorema segue imediatamente.
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3.8 Dirichlet do Segundo Tipo

Considere y ~ Di,,i1(a). O vetor z = (1/ymi1)y1:m tem distribuigao Dirichlet do segundo
tipo.

Teorema: Caracterizagao pela Gama da Dirichlet do segundo tipo.
Usando a caracterizagao da Dirichlet pela Gama, Podemos escrever a variavel Dirichlet
do segundo tipo em funcao de m + 1 variaveis Gama independentes:

21:m ~ (1/%ma1)x1:m onde xp ~ Ga(ag,b)

De forma semelhante ao que fizemos com a Dirichlet do primeiro tipo, podemos escr-
ever a funcao densidade a Dirichlet do segundo tipo e seus momentos como:

2N (ap:im — 1)
(15 12)7 B(a)

f(z]a) =

E(z)=e=1/amt1)01:m

Cov(z) = _

R (diag(e) + e® €')

O logaritmo de uma variavel Gama é bem aproximado por uma variavel Normal, veja
Aitichson e Shen (1980), Biometrika 67, 261-272. Esta aproximagao é a chave para varios
procedimentos computacionais eficientes, e motiva o célculo dos dois primeiros momentos
da distribuicao log-Dirichlet do segundo tipo. Para tanto usaremos as funcoes Digama,
(), e Trigama, ¥'( ), definidas como:

d IV(a)

Y(a) = - Inl(a) =

W) = 20l

Lema: A esperanca e covariancia de uma variavel log-Dirichlet do segundo tipo sao:
E(log(2)) = ¥(a1:m) — (ama)1 , Cov(log(2)) = diag(t/(ar:m) + ' (ams1)1 & 1
Demonstragao: Consideremos uma varidvel Gama, r ~ G(a,1) :

1= [ pwde = [ st exp(—a)da
/0 /0 I'(a)

Derivando em relagao ao parametro a, temos

0= /0 b m(x)xa_lexl;jga_)fv) e — ;((Z))r(a) — E(ln(z)) - ¥(a)
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Derivando novamente em relacao ao parametro a,

Y'(a) = %E(ln(m)) = %/OO lél((z))xalexp(—x)dx

— /000(111( )21,@ leXp
= E(ln(x)’) - E( (

O lema segue da caracterizacao pela Gama da Dirichlet do segundo tipo.

(o), @,
))? = Var(in(x))

3.9 Exemplos

Exemplo 2.1: Sejam A, B dois atributos, cada um deles presente ou ausente numa
populacao. Entao, cada elemento desta populacao pode ser classificado em exatamente
uma das 22 = 4 categorias

A B k I*
presente presente 1 [1,0,0,0/
presente ausente 2 [0,1,0,0/
ausente presente 3 [0,0,1,0/
ausente ausente 4 [0,0,0,1)

De acordo com a notagao acima, podemos escrever z | n, 0 ~ Mny(n, 0).

Se 6 = [0.35, 0.20, 0.30, 0.15] e n = 10, entao

Pr(2'%|n,0) = ( 19

iL’

) 062"

Assim, para calcularmos a probabilidade de z = [1,2, 3, 4] dado 6, utilizamos a expressao
acima e obtemos

0.35
0.20
0.30
0.15

Pr = 0.000888

O R

Exemplo 2.2: Se X |6 ~ Mn3(10,6), como no Exemplo 2.1, entao, conclui-se a partir
do resultado acima que

E(X)=(2,3,1.5),
enquanto que a matriz Y de variancias e covariancias resulta em

1.6 —-06 —0.3
Y= —-06 21 —045
—-0.3 —045 1.28
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Exemplo 2.3: Suponha que X |6 ~ Mn3(10,0), com 6 = (0.20,0.30,0.15), como no

Exemplo 2.1. Tomemos Ay = {0,1}, A; ={2,3}. Entao
ZXZ|9:X2+X3|9 ~ Mn1(10,92+03) s
Ay

ou
XQ + X3 ’ 0 ~ Mnl(l(), 045)

Analogamente,
XO + X1 | 0 ~ Mn1(10, 055) 5

X1 4 X;3]6 ~ Mny(10,0.35) ,
X2|6 ~ MD1(107030) .

Note que, em geral, se X |0 ~ Mny(n,0) entao X; |60 ~ Mn;(n,6;), 1 =1, ...

Exemplo 2.4: Tabelas de Contingéncia 3x3.
Suponha que X |6 ~ Mng(n,d), como numa tabela de contingéncias 3x3:

T11 | 12 | T13 | X1.,

Lol | T22 | T23 | L2

X31 | 32 | L33 | 3.,
T.q .2 .3 n

Aplicando o Resultado 2.4 obtemos
(X1, X2.) |6 ~ Mny(n,0),0" = (61,62),0, =05 .
Este mesmo resultado nos diz que
(X1, Xio, Xi3) |0 ~ Mns(n,0.) ,

com

0; = (0:1,0i2,0;3) , 00, =1—0;., 1=1,2,3.

Podemos entao aplicar o Resultado 2.5 para obter a distribuicao de probabilidade de cada

linha da Tabela de Contingéncias, condicional na respectiva soma, ou na soma das outras

duas linhas.
Temos entao
(Xz'th) | Zs. 79 ~ Mﬂz(ﬂ%-; 9;)

com
9 — Ois
» Y01 T :
0;.

(Gil ) 912)

’ 0;.
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O seguinte resultado expressa a distribui¢ao de X | # em termos das distribuigoes condi-
cionais, de cada linha da tabela, na sua respectiva soma, e em termos das distribuigoes
destas somas.

Resultado 2.6: Se X |6 ~ Mn,2_4(n, §), como numa Tabela de contingéncias r x r, entao
P(X |0) pode ser escrita como

HP A RIEEEE] zr 1|x17 )

P(X|6) P(X1, s X1 ]0) .

Demonstracao: Temos:

P(X|0) = mHQIZ ﬁ“ . O
i1 1'7, 1. :Urr!
: i.! 01\ 0\ !
S
il 1’11' SUW' 61 91 .Z‘l' Q?r.

Dos Resultados 2.4 e 2.5, como no exemplo anterior, reconhecemos cada um dos primeiros
r fatores acima como as probabilidades de cada linha da Tabela, condicional na sua
respectiva soma, e reconhecemos o ultimo fator como sendo a distribuicao de probabilidade
conjunta para as somas destas 7 linhas.

Coroldrio 2.1: Se X |0 ~ Mn,2_;(n,#), como no Resultado 2.6, entao
P(X ‘ L1y eeeyLp_1., 9) = H P(Xﬂ, ceey Xz',r—l ’ Zj., 0)

e portanto, conhecidos 0,1, ..., x,_1.,

(Xi1y e X)) T I (X, ey X))

Demonstracao: Como
P(X | 0) = P(lebl, ..‘,$T_1.79>P(X1.,X2., ---aXr—l- |0) >

do Resultado 2.6 obtemos a igualdade proposta.
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O seguinte resultado sera utilizado mais a frente e confere ao Resultado 2.6 uma forma
de representagio canonica para P(X |0).

Resultado 2.7: Se X |6 ~ Mn,2_(n, ), como no Resultado 2.6, entao a transformagao

T : (011, ...,917«, ...,67«1, ...,Qm,l) — ()\11, ...,)\177«,1, -'-7)\7“17 "'7>\7”,7“7177717 ...,777.,1>

dada por
— _ 0101
)\11 — 9. 0 oo )\1,7‘—1 — "o,
_ 9 — Orra
)\7"1 - 9:1 y ottt )‘r,rfl - Tg:

m = 91., N2 = 62., cey M1 = 9(7‘—1)~

¢ uma transformacdo biunivoca definida em {0 < 641 + ... +0,,_; < 1; 0 < fij < 1}
sobre o cubo unitario com dimensao 7% — 1. Além disso, o Jacobiano da transformacao T
é

r—1

J=n""ti g A= — =)

A demonstragao é recomendada ao leitor, como exercicio.

Exemplo 2.5: Vejamos o caso de uma tabela de contingéncia 2 x 2:

11 | T12 011 | bha

To1 | T22 021 | O

n 1

Para obtermos a representagao canonica de P(X |#) usamos a transformacao 7' no caso
r=2:

011
M=
H 011 + 012
011
da =
2 021 + Ooo

m = 011+ 012,

de modo que

Pxto = (2 - (2 ) aga - () m

x11 T21 1-

0<b1 <1, 0<by<1l, O<m<1.
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Capitulo 4
Entropia

O conceito de entropia surgiu inicialmente a partir da mecanica estatistica, e sua aplicacao
tem se estendido para diversos outros fenomenos (fisicos ou nao). A entropia de uma
distribuicdo, H(p(z)), mede a incerteza, (ou impureza, confusdo) de um sistema cujos
estados € X tem esta distribuicao. Seguiremos de perto a apresentacao dada nas
referéncias.

Se H(p(z)) é uma medida de incerteza, é razoavel que satisfaca os requisitos listados
a seguir. Por simplicidade, apresentaremos aqui a teoria para espagos enumeraveis.

1) Se o sistema tem n estados possiveis, z1,...x,, a entropia do sistema com uma
dada distribui¢ao p; = p(x;), é uma fungao,

H = Hn(plaapn)

2) H é uma fungao continua.
3) H é uma fungao simétrica em seus argumentos.

4) A entropia de um sistema nao se altera mediante a adi¢ao de um estado impossivel,
ie.,
Hyo(p1s ) = Hog1(p1s -+ P, 0)

5) A entropia de um sistema é minima e nula, quando o sistema é determinado, i.e.,

H,(0,...,0,1,0,...0) =0

6) A entropia de um sistema é méxima, quando todos seus estados sao igualmente
provaveis, i.e.,

1
—1 = argmax H,
n

7) A entropia maxima de um sistema aumenta com o numero de estados, i.e.

1 1

61
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8) Dados dois sistemas independentes, com distribuicoes p e ¢, a entropia do sistema
composto é a soma das entropias dos sistemas individuais, i.e.,

Hy(r) = Hy(p) + Hi(q) , 755 =0i g5

A medida de entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon,
Hy(p) = —In(p) = =Y _pilog(pi) = —Eilog(p;) , 01log(0) =0
i=1

atende aos requisitos (1) a (8), e é a mais utilizada medida de entropia. Em Fisica e
Estatistica costumamos tomar o logaritmo na base de Neper, enquanto em Computacao e
Engenharia, na base 2. O oposto da medida de entropia, I(p) = —H(p), a Neguentropia,
¢ uma medida da Informacao disponivel sobre o sistema.

Com respeito ao requisito 8, podemos calcular a Negentropia de Boltzmann-Gibbs-
Shannon do sistema composto no caso nao termos independéncia:
n,m n,m

Lin(r) = Y miglog(riy) = > piPr(jli) log (piPr(j| i)

i=1,5=1 i=1,5=1

— sz- log(p;) Z Pr(j|i) + Zpi _Z Pr(j | i) log (Pr(j]1))
= Lu(p)+ 3 _piln(q) onde g5 =Pr(j|i)

Se adicionarmos esta tltima identidade como um nono requisito na nossa lista, teremos
uma caracterizagdo da entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon, vide Kinchine (1957) e
Renyi (1961).

Como todo conceito importante, esta medida de entropia foi re-descoberta intimeras
vezes em diferentes contextos, sendo que por vezes a unicidade do conceito nao foi ime-
diatamente (ou até passados muitos anos) percebida. E famoso o comentdrio de von
Neumann, respondendo a pergunta de Shannon sobre como chamar o novo conceito recem-
descoberto em teoria de sistemas de comunicacao, “Chame o de entropia, pois esta é uma
palavra que empregada em um argumento que o farda ganhar qualquer debate, ja que
muito poucas pessoas realmente compreendem seu significado”.

Para verificar o requisito (6) é obedecido podemos usar (com ¢ o 1) o seguinte lema:

Lema: Desigualdade de Shannon

Se p e ¢ sdo duas distribui¢bes sobre um sistema com n estados possiveis, e ¢; # 0, entao
a Informacao Relativa de p em relagao a ¢, I,,(p, ¢), é ndo negativa, anulando-se sse p = q,
onde,

- Di
Li(p,q) = ) _pilog (q—) , In(pq) 20, L(p,g) =0=p=gq
i=1 t
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Demonstracgao: Pela desigualdade de Jensen, se ¢ é uma funcao convexa,

E(p(z)) > ¢ (E(X))
Tomando

o(t) = th(t) e t; = 2

4i
. bi
E,(t) = Z%‘_ =1
= i
L(p.q) = > gqitilogt; >1log(l) = 0

A desigualdade de Shannon motiva usarmos a Informagcao Relativa como uma medida
de “distancia” (nao simétrica) de uma distribuicdo em relacao a outra. Em Estatistica
esta medida é conhecida como Medida de Discriminacao de Informacao de Kullback-
Leibler. As denominagoes Divergéncia Dirigida ou Informagao Cruzada sao habituais em
Engenharia. A demonstracao da desigualdade de Shannon motiva a seguinte generalizacao
de divergeéncia:

Definicao: ¢-divergéncia de Csiszar.
Dada uma fungao convexa ¢,

. Di
do(p,q) = Zq@w(;)
i=1 v

0y _ o\ _e(t)
02 (g) =0 0e(g) = epm 7P

Por exemplo, podemos definir a divergéncia quadratica e absoluta como
(pi — %)2
lpg) = > —= | parag(t) = (t—1)

q;
Pi — q;
Ab(p.q) = Z'q—' . para o(t) = |t—1|

4.1 Max-Ent com Restricoes Lineares

Dada uma densidade a priori, ¢, gostariamos de encontrar o vetor p que minimiza a
Informacao relativa I,,(p, ¢), onde p estd sujeito as restrigoes de ser uma distribuicao, po-
dendo haver restri¢oes adicionais sobre a esperanca de fungoes dos estados, i.e., queremos

p' €argminl,(p,q) , p>0|1p=1ledAp=0b, A(m—1)xn

p* é a distribuicao de Minima Informagao, ou de Maxima Entropia, em relacao a ¢, com
as restrigoes A, b. Vemos ainda que podemos escrever a restricao de normalizagao como
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uma restri¢ao linear genérica, incluindo como 0-ésima linha da matriz A a linha 1’. Assim
procederemos, nao mais distinguindo a restricao de normalizacao das demais. Como de
héabito, as operagoes ® e @ indicam o produto e a divisao ponto-a-ponto entre matrizes
de mesma dimensao.

A Lagrangiana deste problema e suas derivadas sao:

L(p,w) = p'log(p@q)+w'(b— Ap)

gpLz = log(pi/q;) +1 — w'A’
oL

9E 4

0wy, k kP

Igualando a zero as n + m derivadas acima, temos um sistema de n + m incognitas e
equacoes, dando as condigoes de viabilidade e otimalidade do problema:

pi = @ exp (w’Ai—l) ou p = qoexp((w A —1)
Agp = by , p>0

Substituindo as probabilidades incognitas p;, podemos escrever as condigoes de viabil-
idade e otimalidade (EVO) em fungao apenas das variaveis duais,

hi(w) = Ag (q © exp ((w' A)' = 1)) = by =0

Esta forma das EVO motiva usarmos a logica de algoritmos iterativos tipo Gauss-Seidel
para sistemas lineares onde, ciclicamente, “acertamos” uma das equacoes do sistema. Para
uma analise neste espirito deste tipo de algoritmo veja Elfving (1980), Censor and Zenios
(1994, 1997), Tusem and Pierro (1987).

Algoritmo de Balanceamento de Bregman:

Inicializagao:

Tome t = 0, w' € R™, e

pi = qiexp (w”Ai — 1)

Passo de iteracao: parat=1,2,...
Tome

k= (tmodm) e v|pr)=0, onde
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Cwt ]
wtt = ’LUZ-FI/
| wy,
I Ad 7
it = gexp(w™ A'—1) = plexp(vA})
1

p(v) = A = by

De nossa discussao sobre otimizacao de Entropia com restrigdes lineares, fica claro
que a distribuicao que maximiza a entropia relativa de um sistema com restrigoes sobre a
esperanca de fungoes dos estados, Ep, = [ax(z = by, (incluindo a restrigao
de normalizacdo, ag = 1,by = 1) tem forma

p(z) = q(x)exp (—0y — 01 a1 () — Oz as(x) .. .)

Note que tomamos 6y = —(wy — 1), 6 = —wy, e indexamos o estado i pela variavél x,
para estarmos de acordo com a forma padrao em textos de estatistica.

Muitas das distribuigoes usuais em estatistica podem ser interpretadas como dis-
tribuigdes de maxima entropia (em relagdo & distribuicao uniforme), dadas algumas es-
tricoes sobre algumas esperangas de fungoes dos estados. Por exemplo:

A distribuicao de Wishart

f(S|v,V)=c(v,V)exp (% log(det(S Z VJS,]>

¢ caracterizada como a distribuicdo de minima entropia no suporte S > 0, dadas as
esperancas dos elementos e do log-determinante da matriz S.

A distribuicao de Dirichlet

f(x]6) = c(6) exp (Z(ek —1) 1og<xk>)

k=1

é caracterizada como a distribuigdo de minima entropia no suporte x > 0|1’z = 1, dadas
as esperancas dos logaritmos das coordenadas, E(log(zy)).

Exercicios:
1) Implemente o algoritmo de Bregmann. Note que pode ser mais conveniente numerar
as linhas de A de 1 a m, e tomar k = (¢t mod m) + 1.
2) Ganhei um dado, que cria a priori ser honesto. Um amigo emprestou o dado e relatou
te-lo langado 60 vezes, obtendo 4 i’s, 8 ii’s, 11 iii’s, 14 iv’s, 13 v's e 10 vi’s.
A) Qual minha posteriori Bayesiana?
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Bi) Qual é a média amostral do valor da face? (3.9).

Bii) Qual a esperanga a posteriori desta estatistica?

C) Liguei para o fabricante do dado, e este me garantiu que a esperanga desta estatistica,
para este modelo de dado, é exatamente 4.0. Use o algoritmo de Bregman para obter a
posteriori entrépica, que é a distribuicao mais proxima da priori que obedece as restrigoes
dadas. Use como priori: i) a uniforme, ii) a posteriori Bayesiana.

D) Discuta a diferenca entre uma atualizagdo Bayesiana e uma atualizagdo entrépica.
Qual é o dado em cada caso? Observacoes ou restricoes?

E) Discuta como fazer testes hiedrquicos para hipéteses compostas, de uma maneira co-
erente com a filosofia do FBST.

3) De a caracterizagdo de maxima entropia de todas as distribuigdes vistas no curso.

4.2 Covergéncia da Posteriori

A Informagao relativa, I(p, q), pode ser usada na demonstracao de uma série de resultados
assimtoticos que fundamentam toda a teoria estatistica Bayesiana. Delinearemos aqui os
agumentos utilizados na obtencao deste tipo de resultado, seguindo Gelman (1995).

Theorema da Consisténcia da Posteriori para Parametros Discretos:

Considere um modelo onde f(6) é a priori em um espago paramétrico discreto, © =
{01,0%,...}, X = [z!,...2"] uma série de observagoes, e a posteriori, em fungao da priori
e da distribuicao amostral,

FOF ] X) o< f(0F) p(X | 6%) = f(6") Hp(xi |10)

. . ‘nico v . .

Considere ainda que neste modelo um tnico valor do vetor de parametros, 6°, melhor
aproxima a “verdadeira” distribui¢ao amostral g(z), no sentido de minimizar a informagao
relativa

{0°} = argmin[ (g(x).p(x|0"))

Ha)p(el#) = [ goyton (S0 Y ar = Betog (A0

Entao,
lim f(6%| X) = 6(6%,6°)

n—oo

Argumentacgao: Considere o coeficiente logaritmico

o (i) = s (i) + s ()
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O primeiro termo é uma constante, e o segundo termo é uma somatoria cujos termos
tem valor esperado (em relagao a x, para k # ) negativo pois, por hipdtese §° é o tnico
argumento que minimiza I(g(z),p(z |0%)). Assim (para k # 0), o lado direito tende a
menos infinito a medida que n aumenta. Portando, do lado esquerdo, temos que f(6% | X)
tende a zero. Como a probabilidade total soma um, f(6°| X) tende a um, QED.

Podemos estender o resultado acima para espacos paramétricos continuos, assumindo
diversas condicoes de “regularidade”, como continuidade, diferenciabilidade e ter o argu-
mento #° como ponto interior de ©. Neste contexto podemos afirmar que, fixada uma
pequena vizinhanga em torno de 0°, como C(6° ¢) o cubo de lado € de centro °, esta
vizinhanga concentra toda a massa de f(f|X), a medida que o nimero de observagoes
vai a infinito. Sob as mesmas condicoes de regularidade, temos também que o maximo da
posteriori ¢ um estimador consistente, i.e., 0 — 0.

Os proximos resultados referem-se a convergéncia em distribuigao para uma distribuicao
normal. Para tanto precisamos do seguinte lema:

Lema da Identidade da Matriz de Informagao: A matriz de informacao de Fisher, J(6),
definida como menos a esperancga da Hessiana de uma log-verossimilhanca, pode também
ser escrita como a matriz de covariancia do gradiente desta mesma log-verossimilhanca,
ie.,

J(0) = —Ex

d%logp(x]0) . (0logp(z|0) 9 logp(x|6)
0 62 - 00 96

Demonstragao:
/p(a:]@)dleé/ de:0:>

/3p(x\9)p(w|9)d O logp(z|0)

50 p(x|9)x_ 50 p(z|0)dr =0

diferenciando novamente em relacao ao parametro,

9*logp(z | 0) 0logp(x|0) Op(x|0)\ ,
/X(—862 p(x]0) + oY) 59 )dx—O

observando que o segundo termo da integral pode ser reescrito como

/ 9 logp(z|0) Op(z|6) p(x|9)dx:/ 0 logp(z|6) 0 logp(x|0)

90 90 p(z|0) 90 gy Plelo)d

obtemos o lema.

Teorema da Aproximagao Normal da Posteriori: A distribuicao da posteriori tende para
uma distribuigao Normal de média 6° e precisao nJ(6°).

Demonstracao (esquemética): Basta escrever a expangao da log-posteriori como uma
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série de Taylor centrada em €, até segunda ordem,

dlog f(01X) . =
59 (0 —0)

(0 —0) +0(0—0)

log f(0] X) = log f(0]X) +

1, ~,0%log f(] X)
+§(6’—«9) 502

O termo de ordem zero é uma constante. O termo linear é nulo, pois 0 é o maximo da
posteriori no interior de ©. A Hessiana no termo quadratico é

S 9%log f(O]X)  9%log f(B) | <~ 9%logp(x'|0)
1) = =54 = e tX T am

i=1

A Hessiana é negativa definida, pelas condi¢oes de regularidade e por 0 ser o maximo
da posteriori. O primeiro termo é constante e o segundo a soma de n varidveis i.i.d..
Por outro lado, ja obtivemos a consisténcia do estimador @\, e também que €° é o ponto
que tende a concentrar toda a massa da posteriori. Vemos ainda que a Hessiana tende a
crescer linearmente com n, e que os termos de ordem superior nao podem crescer super-
linearmente. Por outro lado, para um dado n e § — 5, o termo quadratico domina os
termos de ordem superior, de modo que a aproximacao quadratica da log-posteriori é
progressivamente mais precisa, QED.

Teorema da Aproximagao Normal do MLE: O estimador de maxima verossimilhanga
(MLE), é asintoticamente normal, com média 6° e precisao nJ(6p).

Demonstragao (esquemadtica): Assumindo todas as condigoes de regularidade necessarias,
Pela condicao de otimalidade de primeira ordem,
1 zn: 8 log p(z* | 6) 0
n 00 B

1=

assim, pelo teorema do valor médio, ha um 0 tal que

1= dlogp(at]6°) 1 ~logp(a’|6), o =
nZ 06 —nz 0 62 (67 =9)

= =1

ou, equivalentemente,

~ 1 <~ 92logp(zi |6 o 0 lo 00
ﬁ(e—e)z—bz_%};g ‘)] IZ—ggg| )

i=1

Assumiremos condigoes de regularidade suficientes para garantir que:

~ -1
1 ¢ 8210gp(37i’9) 0y—1
_[EZT -0
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pois o MLE ¢é consistente, 0 — 0°, e portanto também o valor médio, 0 — 0% e

\/_Zﬁlogge "1 6%) N (0, J(6%)

pois temos a soma de n vetores i.i.d. com média 0 e, pelo lema da identidade da matriz
de informacao, covariancia J(6°).

Assim, temos finalmente que

V(@ —6°) — N (0,.J(6°) 1 J(6°)J(6°) 1) = N (0, J(6°)7)
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Capitulo 5

Onus da Prova no Discurso
Cientifico e Juridico

5.1 Introducao

O Teste de Significancia Totalmente Bayesiano (Full Bayesian Significance Test ou FBST)
foi apresentado por Pereira e Stern, [16], como um teste Bayesiano coerente para hipéteses
precisas. O FBST foi motivado por casos concretos de consultoria estatistica no contexto
legal, visando a certificacao e verificacao de software através de simulacao de caixa preta,
isto é, sem acesso ao codigo fonte. Neste contexto os testes de significancia deveriam
obedecer aos requisitos logicos do principio juridico do Beneficio da Duvida, ou Onus
Probandi.

Estes requisitos légicos, embora ja anteriormente mencionados em outros trabalhos do
autor, nunca foram formalmente analisados. Esta analise é o maior objetivo do presente
artigo, e é feita nas secoes 4, 6 e 7, com auxilio do formalismo de calculo abstrato de
crenga (ABC), como definido por Darwiche e Ginsberg em [2] e [3]. O FBST ¢é definido
na secao 2, e o formalismo ABC é apresentado nas secoes 3 e 5.

5.2 O Valor de Evidéncia do FBST

Seja 0 € © C RP um vetor de parametros de interesse, e seja L(0 | z) a verossimilhancga as-
sociada aos dados observados, =, como é padrao em modelagem estatistica. No paradigma
Bayesiano a densidade a posteriori, p,(6), é proporcional ao produto da verossimilhanga
e de uma densidade a priori,

pa(0) o< L(6 | z) p(6).
A hipédtese (nula) H, enuncia que o parametro estd em um conjunto nulo, definido

71
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por restrigoes de desigualdade e de igualdade, dadas por fungoes vetoriais g e h no espaco
paramétrico,

On={0€0O|g(d) <OAhI®) =0}
Estamos particularmente interessados em hipdteses precisas, i.e., com dim(©y) < dim(0O).

O valor de evidéncia contra a hipéteses definido pelo FBST é
Ev(H) = / pz(0)df , onde | Ty = {6 €0O]|s(0) > sy}
Ty

sy = sup s(f) , s(@) = (PI(Q))

6 € Oy T(e)

A funcao s(6) é conhecida como surpresa a posteriori em relagao a uma dada densidade
de referéncia, r(f). A func@o surpesa foi utilizada por varios estatisticos, como Good,
Evans, e Royall, [4], [7], [20]. Seu papel no FBST ¢ tornar Ev(H) explicitamente invariante
por transformacoes apropriadas do sistema de coordenadas do espaco paramétrico.

O conjunto tangente Ty é um conjunto de maior surpresa relativa, (HRSS, ou High-
est Relative Surprise Set). Ele contém os pontos do espago paramétrico com surpresa,
em relacao a densidade de referéncia, maior que qualquer ponto do conjunto nulo, Og.
Quando 7(0) < 1, Ty é o conjunto de maior densidade de Probabilidade a posteriori, ou
HDPS Highest Density Probability Set, Tangente ao conjunto nulo © .

A probabilidade a posteriori de Ty d4 uma indicacao da inconsisténcia entre a posteri-
ori e a hip6tese: Valores “pequenos” de Ev(H) indicam que (a variedade representando) a
hipotese atravessa regioes de alta densidade, dando parca evidéncia contra a hipétese. Por
outro lado, se a probabilidade a posteriori de Ty ¢é “grande”, o conjunto nulo situa-se em
uma regiao de baixa densidade a posteriori, e os dados fornecem forte evidéncia contra a
hipotese. O valor de evidéncia definido acima tem uma caracterizagao geométrica simples
e intuitiva.

Diversas aplicagoes do FBST (incluindo certificacao e verificagao de software através
de simulagao de caixa preta), detalhes para implementacao numérica, alguns comentarios
sobre implicacoes epistemoldgicas, e extensa bibliografia, podem ser encontrados nos ar-
tigos do autor previamente publicados.

5.3 Calculo Abstrato de Crencga

O FBST foi originalmente motivado por alguns requisitos sobre o que constitui um valor
de evidéncia vélido contra um enunciado hipotético. Sob circunstancia adequadas, estes
requisitos sao bom senso de raciocinio juridico. Estes requisitos serao enunciados precisa-
mente na proxima secao, usando o formalismo ABC apresentado abaixo.
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O Célculo Abstrato de Crenga, ou ABC Abstract Belief Calculus, é definido em [2] e [3]
como uma generalizacao simbdlica do calculo de probabilidades. ABC é uma ferramenta
poderosa. Além de servir para computacao tanto numérica quanto simbélica, o formalismo
também estabelece os fundamentos para algoritmos computacionais de propagacao para
crenca abstrata. O ABC também unifica varios casos particulares de célculo de incerteza
propostos na literatura. E neste contexto que utilizaremos o ABC para analisar o conceito
de valor de evidéncia na abordagem do FBST.

O primeiro conceito no ABC ¢é o de Funcao de Suporte Abstrata, ®, que atribui valores
abstratos de suporte a enunciados em um universo U, fechado por disjuncao, negacao e
conjunc¢ao. Usamos a notagao usual de teoria dos conjuntos para denotar a imagem dos
valores de suporte aos enunciados, ®(U). Os axiomas Al a A5 abaixo impoem condigoes
de coeréncia aos estados de suporte.

A1l: Em qualquer funcao de suporte, enunciados equivalentes tém suporte equivalente,

(A& B) = &(A) = O(B)

A2: Existe uma soma de suportes, &, tal que, para qualquer funcao de suporte, o
valor do suporte da disjuncao de dois enunciados logicamente disjuntos é uma funcao dos
seus valores de suporte individuais.

@ BU) x DU) = BU) , —(AAB)= AV B) = &(A) & &(B)

A3: Para qualquer fungao de suporte, se o enunciado A implica o enunciado B, que
por seu lado implica o enunciado C, e os enunciados A e C tém o mesmo valor de suporte,
entao todos os trés enunciados tém o mesmo valor de suporte,

(A= B = C) A (B(A) = 3(C))) = 3(B) = B(A)

A4: Para qualquer funcao de suporte, enunciados falsos tém valor de suporte zero,

A falso = ®(A) =0

A5: Para qualquer funcao de suporte, enunciados tautoldgicos tém valor de suporte
pleno,
A verdadeiro = ®(A) =1

Pode ser mostrado que, vide [3], sob os axiomas Al a A5 a soma de suportes é uma
fungao parcial definida para quaisquer a,b € ®(U) que sejam valores de suporte de enun-
ciados logicamente disjuntos. Mais precisamente, para quaisquer a,b € ®(U) tais que
haja enunciados A, B € U para os quais a = ®(A), b = ¢(B) e =(A A B). Ademais, a
soma de suportes tem as seguinte propriedades algébricas:
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X0: Simetria,
adb=bda

X1: Transitividade,
(a®b)®dc=ad (bdc)

X2: Convexidade,
sea®b®c=a entdoa®b=a

X3: Existe um tnico elemento 0 € ®(U) tal que

Va e dU),ad0=a

X4: Existe um tnico elemento 1 € ®(U) tal que 1 #0 e

Vae ®U),FbedU)|adb=1

O par fungao de suporte e soma de suporte, (P, @) é denominado Estrutura Parcial de
Suporte. Estruturas parciais de suporte para alguns calculos de incerteza, a saber, logica
classica, e os calculos de probabilidade, possibilidade, e descrenca, sao dadas na tabela 1.

O valor de suporte de um enunciado nao determina, em geral, o valor de suporte de
sua negacao. Todavia, para qualquer funcao de suporte, ®, o formalismo ABC define a
funcao de crenca, ®, para a qual o valor de crenca de um enunciado determina o valor de

crenca da sua negacao.
P(A) = (B(A), 2(=4))

Tabela 1: Exemplos de estruturas parciais de suporte

QU) a®bd 0 1 a=b]| Calculo
{0,1} max(a,b) 0
[0,1] a-+b 0
[0,1]  max(a,b) 0
{0..00} min(a,b) oo

a <b | Logica classica
a < b | Probabilidade
a < b | Possibilidade
b < a | Descrenca

O R = =

A estrutura parcial de suporte pode também ser usada para definir ordens parciais
O(U) e em O(U). O simbolo < é usado para a ordem de suporte, e o simbolo C ¢ usado

para a ordem de crenca.

a<bsJelade=b e (a,b)C{c,d) < a=<ced=b

Os estados extremos, minimo e maximo, de suporte e crenga, com respeito a estas
ordens sdo, respectivamente, 0 and 1 para a ordem de suporte, e (0,1) e (1,0) para a
ordem de crenca. Enunciados com minima e maxima crenca sao ditos ser, respectivamente,
Rejeitados e Aceitos.
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5.4 Evidéncia e Onus Probandi

O valor de evidéncia contra uma hipdtese do FBST foi motivado por aplicacoes de es-
tatistica Bayesiana a questoes legais, onde as hipdteses precisas testadas eram enun-
ciados de réus, a serem julgados de acordo com o principio juridico do beneficio da
divida, ou Onus Probandi, [16]. Neste contexto, nossa interpretagdo do principio do

Onus Probandi na teoria estatistica Bayesiana estabelece alguns requisitos para o valor
de suporte, ®(H) = Ev(H) = 1 — Ev(H), a favor da hipdtese H : § € Oy C ©. A saber:

R1: Valor de Evidéncia como uma Probabilidade: O valor de evidéncia contra
uma hipdtese, H, deve ser a probabilidade a posteriori de um subconjunto (mensuravel)
I'y do espaco paramétrico,

Ev(H) = /F po(0)df

Se um ponto do espago paramétrico § € O esta no conjunto de evidéncia I'y dizemos que
0 constitui evidéncia contra a hipétese H. Se € estd no conjunto nulo ©y dizemos que 6
é compativel com (ou admissivel, legal ou vélido pela) hipdtese H.

R2: Surpresa Relativa: Se um ponto 6 constitui ou nao evidéncia contra H,
depende apenas da ordem no espaco paramétrico estabelecida pelo valor da surpresa
relativa a uma dada densidade de referéncia, s(0) = p.(0)/r(6).

R3: Auto Incriminacgao Invalida: Um ponto paramétrico compativel com uma

hipotese nao pode constituir evidéncia contra a mesma hipotese,

@HQFH:(Z)

R4: Lei de De Morgan: Um ponto paramétrico constitui evidéncia contra um
hipétese composta sse constitui evidéncia contra todos os seus termos,

se H=AVBentaol'y =I',NITpg

R5: Interpretacao mais Favoravel: A evidéncia a favor de uma hipdtese composta
é a evideéncia mais favoravel a favor de seus termos,

se H=AV B entio Ev(H) = max(Ev(A),Ev(B))

R6: Coeréncia do Suporte: (Ev, max) deve ser uma estrutura parcial de suporte.

R7: Continuidade: Se a densidade a posteriori p,(f) e as restri¢oes definindo o
conjunto nulo, sdo fungoes suaves (continuas, diferencidveis, etc.) de seus argumentos,
entao também o é o valor da evidéncia Ev(H).

R8: Invariancia: Ev(H) deve ser invariante por qualquer reparametrizacao bijetiva
e suave, i.e., transformacoes de coordenadas do espago paramétrico.
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R9: Consisténcia: Ev(H) deve ser um indicador consistente para aceitar/rejeitar
a hipdtese sendo testada, no sentido que Ev(H) converge para 0 ou 1, conforme H seja
verdadeira ou falsa, com o aumento da informacao proveniente dos dados.

Definir o valor de evidéncia por meio de uma medida de probabilidade é comum a
maioria das teorias estatisticas de teste de significancia. Na estatistica freqiientista, por
exemplo, um p-valor é definido como a probabilidade de que, sob a hipotese H, um ponto
seja “mais extremo” que os dados observados. Esta é, todavia, uma probabilidade no
espaco amostral. O conceito de p-valor também requer uma ordem no espago amostral
para definir quao extremo um ponto é. Para uma anélise critica de p-valores, [10], [18].

Em estatistica Bayesiana, um valor de evidéncia é usualmente definido como uma
probabilidade no espago paramétrico, como requerido em R1. De acordo com Basu, [1],
Good, [7], e outros, exigir que Ev(H) dependa dos dados observados apenas através da
funcao de verossimilhanca, é a esséncia do Principio da Verossimilhanca. Este requisito é
estabelecido em R2.

Os requisitos R3, R4 e R5 tentam capturar o principio do Onus Probandi, assim como
este se apresentou na pratica de assessoria e consultoria e na pesquisa do autor, como
reportado em artigos ja e a serem publicados. Um exemplo simples e sua discussao é
apresentado na se¢ao 6. O Onus Probandi é um principio basico do raciocinio legal,
também conhecido como Onus da Prova, [5], [11]. Este principio dode ser enunciado

COIMoO:

Nao existe culpa conquanto haja uma base razoavel para crenga, efetivamente im-
putando o 6nus da prova (Onus Probandi) ao acusador, a quem, em um processo legal,
cabe provar falsas as alegacoes do réu, sem fazer qualquer suposicao que nao tenha sido
explicitamente enunciada pelo réu, ou decorrente da legislacao existente.

O principio da Interpretacao mais Favoravel, que de acordo com o contexto também
é conhecido como Beneficio da Duvida, In Dubito Pro Reo, ou Presuncao de Inocéncia,
é uma conseqiiéncia do principio do Onus Probandi, e requer que a corte considere a
evidéncia do ponto de vista mais favoravel ao réu, [22]:

“Moreover, the party against whom the motion is directed is entitled to have the trial
court construe the evidence in support of its claim as truthful, giving it its most favorable
interpretation, as well as having the benefit of all reasonable inferences drawn from that
evidence.”

R6 requer que (Ev(H), max) seja uma estrutura parcial de suporte. Darwiche, [3], faz
uma analise exaustiva de porque R6 estabelece as condicoes 1égicas minimas para uma
fungao de suporte.

R7, R8, e R9 sao propriedades desejaveis padrao na teoria estatistica de teste de
hipétese. R9 é um corolério da teoria de convergéncia da posteriori, vide [6], cap.10.

Nao é dificil verificar que os requisitos R1 a R9 sao satisfeitos no caso do FBST, i.e.,
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tomando I'y = Ty. Mais interpretacoes do FBST e sua estrutura parcial de suporte sao
dadas nas secoes 6 e 7. Antes disto, todavia, temos que introduzir alguns fatos adicionais
sobre o formalismo ABC.

5.5 Condicionalizacao

O formalismo ABC também estabelece um conjunto de axiomas para condicionalizacao,
i.e., para como atualizar a funcao de suporte, ®, para uma funcao de suporte, &4, “a
posteriori” da aceitacdo de um enunciado nao rejeitado, A. Darwiche e Ginsberg, [2], [3],
definem como Condicionalizagoes Plausiveis aquelas dadas por uma fungao (parcial),

O U x DU) — d(U)

obedecendo os Axiomas A6 a All abaixo. Para facilidade de notacao, nos referiremos a
®(B) e ®4(B), respectivamente, como o valor de suporte incondicional de B, e o valor de
suporte condicional de B dado A (ou dada a aceitacao de A). @ é denominada Fungao de
Escala do Suporte.

A6: O valor de suporte condicional de B dado A V B é uma func¢ao dos valores de
suporte incondicionais B e AV B,

D 4p(B) = B(B) @ D(AV B)
Pode ser demonstrado que o axioma 6 é equivalente a

d(B)=P(ANB)0®(A)

AT: Aceitar um enunciado nao rejeitado mantem todos os enunciados rejeitados.

(B(A)£0 A B(B)=0) = d4(B)=0

AS8: Aceitar um enunciado aceito nao modifica a funcao de suporte condicional,
P(A)=1 = d,=9
A9: Quando AV B é igualmente suportado por duas fungoes de suporte, condicionar

em AV B nao introduz igualdade ou ordem entre os suportes incondicionais de A, se ® e
U sdo fungoes de suporte e (A V B) = V(A V B), entao

Pavp(A) 2 (=)Vavs(A) = B(A) 2 (=)¥(4)

A10: Apéds aceitar uma conseqiiencia légica do enunciado A, o suporte condicional
de A, ou aumenta, ou nao se altera,

AV B)#0 = ®(A) = Pavs(4)



78 Capitulo 5. Onus da Prova no Discurso Clientifico e Juridico

A11: Se o suporte condicional de A dado C' é igual seu suporte condicional dado

B A C; entao o suporte condicional de B dado C' é igual a seu suporte condicional dado
ANC,

(P(AANBAC) #0NPc(A) = Pprc(4)) = Pc(B) = Panc(B)

(®U), d, @) é denominado uma Estrutura de Suporte.

Para os exemplos na tabela 1, as fungoes de escala sao, respectivamente para a légica
classica, para os calculos de probabilidade e possibilidade, e para o calculo de descrenca:
®(ANB)

24(B) = min (2(AA B), 2(4)) , @a(B) = —Fr

. Du(B) = B(AA B) - D(4)

5.6 Calculos de Crenca Coexistentes no FBST

Uma analise critica do valor de evidéncia do FBST, no contexto colocado pelas ultimas
secoes, pode ajudar a desvendar os beneficios bem como alguns aparentes paradoxos
resultantes do uso do FBST para teste de hipdteses em estatistica.

No FBST, os valores de supporte, Ev(H ), sdo computados usando o célculo de proba-
bilidade padrao em ©, que tem um operador de condicionalizagao intrinseco. As evidéncias
computadas, por outro lado, formam uma estrutura parcial de suporte possibilistica, o
calculo de evidéncia. Nao é possivel todavia definir uma funcao de escala para o calculo de
evidéncia que seja compativel com a funcao de suporte do FBST, Ev, assim com esta foi
definida. Assim, dois calculos de crenca estao em uso simultaneo no Contexto do FBST:
os calculos de probabilidade e de possibilidade.

A maioria das teorias estatisticas padrao de teste de hipdtese usam um unico calculo de
crenca, a saber, o calculo de probabilidade. Para tanto, elas tentam usar a probabilidade
no conjunto nulo como um valor de suporte para a hipdtese. Isto pode também tomar
uma forma indireta, como pela integragao de uma funcao de utilidade ou de perda. Em
muitas aplicacgoes legais, onde se coloca uma hipétese H composta e precisa, nem uma
“probabilidade” do conjunto nulo, Pr(©x), nem uma razao de chances, Pr(©y)/Pr(05),
sao fornecidas pelo réu, ou tacitamente implicadas pela legislacao vigente. De acordo com
o requisito R2, se tais probabilidades nao sao dadas, entao tais probabilidades nao podem
ser utilizadas. Esta afirmacao contradiz muitas praticas estatisticas bem estabelecidas
para teste de hipdteses precisas, incluindo testes baseados em fatores de Bayes, [7].

Como subterfigio para obter uma probabilidade artificial para o conjunto de me-
dida nula O, no caso de uma hipotese precisa, muitos testes de hipdtese padrao em
estatistica Bayesiana usam uma parametrizacao particular da hipétese, bem como uma
medida de probabilidade definida na sub-variedade representando a hipdtese derivada
desta parametrizacao, por vezes em conjun¢ao com uma massa a priori definida para a
hipdtese precisa, [6], [8].
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Outro artificio freqiientemente utilizado em testes padrao para hipdteses precisas é
o procedimento, por vezes trabalhoso, de eliminac¢do de parametros estorvo (nuisance),
[1], [21]. O FBST néao segue o paradigma de eliminagao de parametros estorvo; de fato,
permanecer no espago paramétrico original, em sua plena dimensao, explica a propriedade
de “regularizacao intrinseca” do FBST, quando este é usado para selegao de modelos, [17].

O FBST ¢é baseado na probabilidade do conjunto tangente, e nao diretamente na
probabilidade do conjunto nulo. Desta forma o FBST pode sobrepujar varias dificuldades
praticas e conceituais de outros testes estatisticos para hipdteses precisas, relacionadas ao
uso direto ou indireto de Pr(©y), vide [1], [7], [10], e os artigos anteriores do autor.

Examinemos alguns aspectos da estrutura parcial de suporte do FBST. O requisito
da interpretacao mais favoravel implica que o calculo de evidéncia no FBST tenha uma
estrutura possibilistica, e nao probabilistica. Novamente, este requisito contraria varias
abordagens estabelecidas para teste de hipdteses precisas que utilizam diretamente a es-
trutura de suporte probabilistica.

Darwiche, [3], faz alguns comentdrios interessantes a respeito das ordens de suporte e
crenca. A saber:

1- Se dois enunciados tém igual crenca, entao eles tém igual suporte; mas nao a
conversa.

2- Enunciados rejeitados sao sempre minimamente suportados, e enunciados aceitos sao
sempre maximalmente suportados. Mas se todavia enunciados minimamente suportados
sao rejeitados, enunciados maximalmente suportados nao sao necessariamente aceitos.

3- Um enunciado e sua negacao podem ser maximalmente suportados simultanea-
mente, enquanto nenhum deles é aceito.

Considere como um exemplo ilustrativo, as hipdteses
A:0e© e B:0e{b}

onde 8 é o tinico argumento que maximiza uma posteriori (prépria e suave) no espago
paramé-trico © = RP, {5} = arg maxgee p.(0). Assuma uma referéncia uniforme, r(6)
1. Temos portanto, Ev(4) = Ev(B) = Ev(=B) = 1 and Ev(=4) = 0. Assim, A e
B tém ambas pleno suporte, mas A é aceita, enquanto B nao o é. Este exemplo, ou
variantes dele, foram dados ao autor tanto como exemplo de como uma func¢ao de suporte
deveria funcionar no contexto juridico, quanto como um paradoxo, no contexto de testes
de significancia tradicionais.

No contexto juridico a interpretacao é a seguinte: Um réu descreve um sistema
(maquina, software, cédigo genético, etc.) por um parametro 6, e afirma que 6 foi fixado
em um valor pertencente a um conjunto legal ou valido, o conjunto nulo, © 5. O parametro
nao pode ser observado diretamente, mas podemos observar uma variavel aleatéria cuja
distribuigao é uma fungao f(z;6). O parametro 6 foi fixado em um, e apenas um valor.
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Afirmar que 6 foi fixado no valor mais verossimilhante, § = 6, (dadas n observagoes) deve
dar ao réu pleno suporte, pois ser absolutamente vago, i.e., afirmar apenas que 0 € ©,
nao deve colocé-lo em posi¢ao melhor.

Na maioria dos testes de significancia tradicionais em estatistica, () depende da
medida de probabilidade do conjunto nulo, Pr(©). Se Oy é um conjunto unitario em
RP. com uma posteriori suave, entao ele deveria ter suporte nulo. Realmente, a refutagao
de qualquer hipétese precisa é um prego que muitos filésofos, como Popper [19], e varios
estatisticos estao dispostos a pagar, como explicitamente afirmado por I.J.Good:

“If by the truth of Newtonian mechanics we mean that it is approximately true in
some appropriate well defined sense we could obtain strong evidence that it is true; but
if we mean by its truth that it is exactly true then it has already been refuted. ... Very
often the statistician doesn’t bother to make it quite clear whether his null hypothesis is
intended to be sharp or only approximately sharp. ... It is hardly surprising then that
many Fisherians (and Popperians) say that - you can’t get (much) evidence in favor of
the null hypothesis but can only refute it.”

5.7 Comentarios Finais e Agradecimentos

Para discutir conceitos como: Testar uma hipdtese e aceita-la ou rejeita-la em um dado
nivel; o poder do teste; niveis 6timos, etc. a teoria do FBST exige novos desenvolvimentos.
Isto é feito em [23], e outros artigos do autor. Para uma visao alternativa do FBST, sob
a Gtica da teoria de decisdo, vide [13].

A interpretacao literal do principio da duvida sugere tomar como priori a densidade
(possivelmente imprépria) uniforme como densidade de referéncia, no espago paramétrico
natural. No contexto Bayesiano, este é normalmente o espaco onde o cientista acessa
sua priori. Podemos generalizar o procedimento usando outras densidades de referéncia,
como por exemplo uma densidade nao informativa, caso alguma esteja disponivel. Esta
possibilidade é sugerida pelo artigo de Evans, [4], em conjungao com as regras de Jeffreys
para obter prioris nao infromativas, [24], cap.2.
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Appendix A

Probabilidade

A.1 Espacos de Probabilidade Discretos

Em muitas circunstancias estamos interessados em estudar situacoes que produzem re-
sultados imprevisiveis. Chamamos estas situacoes de experimentos. Por exemplo, ao
lancarmos um dado, consideramos seis resultados possiveis, cada resultado correspon-
dendo a uma determinada face do dado voltada para cima. Chamamos de Espaco Amostral,
A, ao conjunto de todos os possiveis resultados. Espacos amostrais discretos contém um
nimero finito (ou enumerével) de resultados. Sempre que possfvel apresentaremos a teoria
em espacos discretos, onde ela ¢ muito mais simples que em espacos continuos. Chamamos
evento um subconjunto do espaco amostral, £ C A. Assim, no exemplo do dado, uma
representagdo do espago amostral é o conjunto {F1, F2, F3, F4, F5 F6}; nesta repre-
sentacao, o evento “obter uma face impar” corresponde ao subconjunto

{F1,F3, F5}.

Nos experimentos que estudaremos é 1til atribuirmos a cada um dos eventos um valor
numérico. Esta atribuicao, ou funcao, chama-se varidvel aleatoria. No exemplo do dado
é usual atribuir valores, entre 1 e 6, a cada um dos eventos, i.e. atribuir X (Fk) = k.

Consideremos outro exemplo: lancamos dois dados, um verde e outro amarelo, cada
qual tendo suas faces numeradas de 1 a 6. No exemplo dos dados verde e amarelo, entre
muitas outras, poderiamos considerar as seguintes variaveis aleatérias:

1. O numero decimal de dois digitos cujo primeiro digito corresponde a face de cima
do dado verde, e o segundo digito corresponde a face de cima do dado amarelo.

2. A soma dos numeros na face de cima dos dois dados.

Note que construimos duas variaveis aleatoérias distintas, sobre um mesmo experi-
mento: o lancamento dos dados verde e amarelo. Note também que pelo valor da primeira

83
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variavel aleatéria podemos saber exatamente o resultado obtido no experimento; o mesmo
ja nao é verdade para a segunda variavel aleatoria. Em geral, quando lidamos com um
experimento, temos uma dada variavel aleatoria em mente e, nao havendo ambigiidade,
quando mencionamos o experimento ja subentendemos a variavel aleatéria apropriada.

Definimos a imagem de um evento £ C A por X, X(FE), como o conjunto de todos
os valores assumidos por X dentro de E, i.e., X(E) = {x = X(e),e € E}. A imagem
do espago amostral é X = X(A). Analogamente definimos a pré-imagem de C' por
X, X7YC), como o evento formado pelos resultados do experimento onde a varidvel X
assume valores em C, i.e., X }(C)={a € A| X(a) € C} .

Para nao sobrecarregar a notagao, nao havendo ambiguidade, falamos abreviadamente
do evento A C X, no lugar da pré-imagem X '(A). Ainda para nao sobrecarregar a
notagao, freqientemente abreviaremos a descri¢ao completa de um conjunto pela condi¢ao
légica que o define, como por exemplo X < x ao invés de {X € X|X < x}. Assim,
geralmente um evento A = X 1({X < z}), serd abreviada por X < z.

Interpretamos a probabilidade de um evento como a freqiiéncia com que o obtemos
o evento como resultado do experimento, ou como o grau de certeza que temos que o
evento sera observado. A probabilidade de que uma varidvel aleatéria X assuma um
valor dentro de um conjunto C, é simplesmente a probabilidade da pré-imagem de C'
por X. A distribui¢ao de probabilidade de uma variavel aleatéria (discreta) é uma tabela
especificando a probabilidade de que a variavel assuma cada um dos seus possfveis valores.

Exemplos:

e Um dado é dito honesto se a freqiiéncia com que gera cada um dos valores {1,...,6}
é a mesma. A probabilidade de obtermos um dado valor com um dado honesto é
portanto de 1/6.

e No experimento descrito no exemplo dos dados verde e amarelo, assumindo que
ambos os dados sao honestos, a probabilidade de cada variavel aleatéria assumir
cada um dos valores possiveis é dada pelas tabelas seguintes:

1. Pr(X =2) =1/36, Vo € {11,12,...,16,21,...,26,...,61,...,66}.

2. X712 ={(1,)} = Pr(X =2)=1/36, X 1(3) = {(1,2),(2,1)} = Pr(X =
2) =2/36, ..., X1(12) = {(6,6)} = Pr(X = 12) = 1/36.

A probabilidade condicional de A dado H, Pr(A| H), representa a probabilidade de
ocorrencia do evento A, quando temos certeza do evento H. Para nao sobrecarregar a
notacao, quando um determinado conhecimento, H, estiver implicito no contexto, abre-
viamos a notagao, escrevendo Pr(A) ao invés de Pr(A| H).

Para assegurar a possibilidade de interpretar probabilidade de um evento como a de sua
freqiiéncia relativa, ou o grau de certeza da sua ocorrencia, exigiremos que uma (medida
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de) probabilidade sobre o espaco amostral de um experimento aleatério, satisfaga os trés
Axiomas, ou Leis de Coeréncia seguintes.

L1 Convexidade: 0<Pr(A|H)<lePr(A|A) =1
L2 Adigao finita: Pr(AVB|H)=Pr(A|H)+Pr(B|H)se ANB=1.
L3 Multiplicagao: Pr(AAB|H)=Pr(A|H)Pr(B|ANH).
De L3 obtemos imediatamente a relacao
Pr(B|A) =Pr(AA B)/Pr(A)
que é por vezes apresentada como a definicao de probabilidade condicional.

Uma extensao da lei da Adigao finita é apresentada abaixo. Entretanto nao é con-
seqiiéncia de conceitos simples. Note que nenhuma das 3 leis pode ser deduzida das
outras.

L2’ Adicao enumeravel: Seja (A, ..., A,,...) um conjunto enumerdvel de eventos mu-
tuamente exclusivos. Entao,

Pr (UAAH) = Pr(Ai|H), AinA;=0,i+#j
=1 =1

De L3 obtemos imediatamente a relacao

Se em L3 for razodvel escrever Pr(A A B|H) = Pr(A| H)Pr(B| H), dizemos que A
e B sao (condicionalmente a H) independentes. No caso de A = {X = z} e B={Y=y}
e esta relagao valer para todo x € X ey € ) entao X e Y sao variaveis aleatdrias
(condicionalmente a H) independentes. Isto é,

Pr(X=z|Y=yANH)=Pr(X =x|H),V[z,yec X xY

Se X e Y sao independentes, notamos X II Y. Em palavras, se X II Y, saber o valor
de Y nao altera a fungao de probabilidade (condicional) de X, ou ainda

XINYePr(X=cAY=y) =Pr(X=2)Pr(Y =y), V[jz,y € X x Y

Introduziremos a férmula de inversao do condicionamento usando apenas as leis de
probabilidade listadas acima. Considere conhecidas as fungdes de probabilidade Pr(X =
x| H)ePr(Y =y|X =x A H). Usando L3 podemos escrever

Pr(X=2ANY =y|H) = Pr(X=z|H)Pr(Y =y| X =xAH)
= Pr(Y=y|HPr(X=z|Y=yAH)
e assim,

Pr(X=2AY =y|H)

Pr(X=z|Y=yANH) = Pry =y H)

Pr(X =z|H)
Pr(Y =y| H)

Pr(Y =y| X =2 AH)
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Note que também necessitamos da funcao de probabilidade marginal de Y para con-
hecermos a funcao condicional de X dado Y. Por outro lado, usando L2 obtemos a
teorema da probabilidade total. Isto é,

Pr(Y =y|H) = Y Pr(X =aAY =y|H)

= ZPr(X:x|H)Pr(Y:y|X:x/\H)

onde ), representa soma sobre todo o espago X'. Usando essa expressao no denominador
da férmula anterior obtemos a famosa Formula de Bayes:

Pr( X =z|H)Pr(Y =y| X =x2ANH)
(X =Y =y H) S Pr(X =z | H)Pr(Y =y | X =z A H)

Exercicio: Prove, a partir dos axiomas, as seguintes propriedades da probabilidade:

4. Pr(0) =0,

5. Pr(B) =1—-Pr(B),

6. Pr(BUC) =Pr(B)+Pr(C)—Pr(BNC)

A.2 Esperanca

Dado um experimento, o valor esperado de uma variavel aleatéria X, ou sua esperanca,
é a média aritmética sobre o conjunto dos valores possiveis, x € A, ponderados pela
distribuicao de probabilidade:

E(X)= ) aPr(X=uz) .

z€X(A)

Dada uma amostra, i.e. uma seqiiéncia de valores,
T
T2
xn

definimos a sua média aritmética como sendo

1 n
#xzﬁiz:;% .
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A.2.1 Propriedades de Transformacao

Estaremos sempre interessados em estudar transformacoes lineares de variaveis aleatorias,
Z = aX + BY + v e como estas transformacgoes se refletem nas quantidades estatisticas a
serem definidas, por exemplo:

E(aX +0Y +7v)=aE(X)+ BEY)+7~
A prova pode ser dividida em duas partes:
E(aX+~v) = Z(am +7)Pr(X = x)

= y+a) 2Pr(X =z

E(X+Y) = ) (x+y)Pr(X =zAY =y)

.y
= ZxPr(X:m/\Y:y) —I—ZyPr(X:x/\Y:y)
.y

= ZxPr(X:x/\YEY(A))—FZZ/PY(Y:ZJ/\XEX(A))

— E(X)+E(Y)

A.3 Covariancia

A variancia de uma variavel aleatéria é uma medida de erro ou dispersao desta variavel
em torno da sua esperanca:

Var(X) = E (X — E(X))?

E fécil ver que também podemos calcular a variancia como

Var(X) = E(X - E(X))Q)
E(X? - 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) - E(X)?

O desvio padrao, o, = 4/ Var(z) tem a mesma dimensdo, ou unidade de medida,
que E(z) ou z, i.e., é uma medida de desvio comensuravel com a média ou os valores
assumidos pela variavel aleatoria, sendo portanto de interpretacao mais natural.
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A covariancia entre duas variaveis aleatorias, X e Y, é definida como
Cov(X,Y) = E((X - E(X))(Y — E(Y)))

A covariancia é uma medida da “interdependéncia” dos desvios de ambas as variaveis em
relacao a média. Adiaremos uma interpretacao intuitiva mais detalhada para o conceito
de correlagao, discutido adiante. Por hora, podemos verificar as seguintes propriedades:

Cov(X,Y) = E(XY -YE(X)—- XE(Y)+ E(X)E®Y))
= E(XY) - E(Y)E(X)

donde
Cov(X,X) = E(X?) — BE(X)? = Var(X)

A.3.1 Propriedades de Transformacao
Lema :

Cov(aX + Y +~,72)
= E((aX+8Y +7)Z)— E(aX +8Y +v)E(Z)
aE(XZ)+ BE(YZ) ++E(Z) — aE(X)E(Z) — BE(Y)E(Z) — vE(Z)
= aCov(X,Z)+ Cov(Y, Z)

Do lema segue que:
Var(aX + BY +7) = o Var(X) + 3 Var(y) + 2a3 Cov(X,Y)

Dados X e Y, vetores de variaveis aleatorias, sua matriz de correlacao é definida por

COV(X, Y)Z,] = COV(X' Y)

iy Ly

Cov(X) = Cov(X, X)

Dada A uma matriz real, os resultados precedentes implicam na forma genérica da
esperanca e variancia de uma transformagao linear, que é dada por:

E(AX +b) = AE(X) + b

Cov(AX +b,Y) = A Cov(X,Y) , Cov(X,AY +b) = Cov(X,Y) A
Cov(AX +b) = A Cov(X) A’

Em estatistica é usual a notagdo Cov(X);; = 0;;. Nesta notacdo o desvio padrao é
o; = Oi4-
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Consideremos n variaveis aleatorias independentes, e identiacmente distribuidas, i.i.d.,
X =[Xy,...,X,]. A variancia da média é dada por

E(X)=E((1/n) 1'X )= (1/n) I'E(X) = BE(X))

na ultima equagao denotamos a somatéria > X por 1’X, onde 1’ = [1,1,...1].

Var(X) = Var( (1/n) 'X)
= (1/n*) 1 diag([o11,. .- 0nn]) 1
(/) (o110 + .+ Onn )
= (1/n)o1

Consideremos n vetores aleatérios m x 1 e ii.d. (independentes, e identiacmente
distribuidos), X = [X!, ..., X"]. A soma destes vetores,

V=X'+X* .. +2" = [I -+ 1] Vee(X)
Xl
onde Vec(X) = :
Xn
A variancia da média é dada por

B(X) = E( (1/n) X ) = (1/n) VE(X) = E(X))

na ultima equagao denotamos a somatéria > X por 1’X, onde 1’ = [1,1,...1].

A.3.2 Correlagao

A correlagdo entre duas varidveis aleatérias, Cor(X,Y) ou p;; = Cor(X;, X;), é a co-
variancia “normalizada” pelo desvio padrao:

Cov(X,Y 0
Cor(X,Y) = # ou pij = J.GJ.
i0j

A correlagao varias propriedades que permitem sua interpretacao geométrica como
angulos entre variaveis aleatorias:

1) Se duas varidveis aleatérias (de variancia limitada), X e Y, sdo independentes,
entdo Cov(X,Y) =0, pois E(XY) = E(X)E(Y).

2) Todavia, correlagdo nula nao garante independéncia! Considere duas varidveis
aleatorias definidas sobre os resultados de um dado honesto: X assumindo valor —1
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em F'1, 1 em F6, e valor 0 em todas as outras faces; Y assumindo valor 1 em {F'1, F6},
e valor 0 em todas as outras faces. As varidveis aleatérias X e Y nao sao independentes,
embora tenham correlagao nula (verifique).

3) No caso de uma dependéncia linear, Y = aX + v, temos que:

Cov(aX +7,X)  aVar(X)
o(aX +v)o(X) Valoxoyx

onde sign(z) = lsex >0, —lsex <0, e 0sex=0.

Cor(Y,X) = = sign(«)

4) A correlagao ¢ limitada ao intervalo —1 < p; ; < 1:
Tomemos X = [X;, Xo|', e Y = [ay, as] X.

Var(Y) = [a a | { 011 012 } { ay }

021 022 a2

= Lol [5 0]L IT ]le
i

Observemos agora que, pela definicdo de variancia, Var(Y) > 0. Observemos ainda
que se —1 < p < 1, podemos sempre “completar os quadrados” de modo a reescrever
Var(Y) = (by & by)? + abs((1 £ p)b1by), quantidade obviamente positiva. Todavia se
abs(p) > 1, podemos sempre escolher valores para b; e by em {—1,1} que tornam b2 +
2pb1by + b3 < 0, uma contradicao.

A.4 Espacos Continuos

A exposicao das secoes precedentes é valida para espagos amostrais finitos. Para espacos
nao finitos, especialmente os nao enumerdveis, uma estrutura mais mais complexa é
necessaria (vide [Billingsley]). Um espago de probabilidade, (€2, .4, P), é um espago
amostral, 2, uma o-algebra, A e uma medida de probabilidade, P : A +— [0,1]. Uma
varidvel aleatéria é uma fungao z : Q +— R, tal que z71(t) € A, Vt € R.

A distribui¢ao (cumulativa) de uma varidvel aleatéria x, F' : R +— [0, 1], é definida por
F(t) =
Pri{w]|z(w) < t}).

A esperanga de uma varidvel aleatéria, F(z), é definida por

E(z) = /_00 tdF(t).

(e}
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No caso de uma distribuicao diferenciavel, ou discreta, temos, respectivamente
E(z) = /tf(t)dt ou E(z) =) tf(t).

O k-ésimo momento de uma variavel aleatoria é a esperanca de sua k-ésima poténcia
(omitiremos o indice k para k = 1), ux(2) = E(2¥). O k-ésimo momento central de uma
variavel aleatéria é a esperanca da k-ésima poténcia do desvio em relacao a sua esperanca,
pé(x) = E((x — p1)¥). A variancia corresponde ao segundo momento central.

Podemos agora considerar um espago vetorial sobre as varidveis aleatdrias (neste
Espago de probabilidade) com segundo momento limitado, L?(€2, A, P), de elementos
{z| E(2?) < oo}. A origem de L? é a varidvel aleatéria identicamente nula, z = 0, e o
oposto de uma varidvel aleatéria x é —z = (—1)x (explique).

As operagoes usuais de soma e produto por escalar de varidveis aleatérias esta bem
definida neste espaco, pois

1. E((ax)?) = a?E(2?) < cc.

2. E((z +y)?) < E(22% + 2y%) < 2E(z*) + 2E(y*) < oo.

Em L? adotamos a seguinte definicao de produto interno:
<X|Y >=FE(XY),

que satisfaz trivialmente as propriedades de simetria, linearidade, e semi-positividade
(prove). Algumas tecnicalidades sdo necesséarias para assegurar a positividade deste pro-
duto interno.

A.5 Exercicios
1. Formule o problema de minimos quadrados como um problema de programacao

quadratica.

(a) Assuma dada uma base N de N(A).

(b) Calcule diretamente o residuo z = b — y em fungao de A.
2. Prove que a distribuicao F' é

(a) Nao decrescente, com F(—o0) =0 e F(oc0) = 1.

(b) Sempre continua a esquerda e continua a direita exceto num numero enumeravel
de pontos.
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3. Se as variaveis aleatérias x e y tém, respectivamente, distribuicoes F' e (G, determine
a distribuicao de

4. Dadas x e y, variaveis aleatorias, mostre que:

(a) E(ax + By) = ak(z) + BE(y).
(b) Var(az + By) = o® Var(z) + 3% Var(y) + 2a8 Cov(z, y).
5. Dado x, um vetor de variaveis aleatorias, mostre que:
(a) E(Az) = AE(z).
(b) Cov(Az) = ACov(x)A".
6. O trago de uma matriz A ¢ definido por tr(A) = > AL, Mostre que
(a) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B).
(b) tr(AB) = tr(BA).
(c) 2/ Ay = tr(Ayx’) = tr(yz’A).
(d) Se A, m x n, tem posto pleno, p(A) = n, entao tr(Ps) = n.
)

(e) Nas condigoes do item anterior, definindo R4 = (I — Py), temos que tr(Rs) =

m —n.

7. Dado x um vetor de varidveis aleatérias, E(x) = p, Cov(z) =V, e S uma matriz
simétrica, temos que

E(2'Sz) = tr(SV) + u'Sp.
Sugestao: Use que E(a'Sz) = tr (SE(xza')).

8. Num modelo linear de posto pleno, com p = (A’A)~t A’y estimando o parametro p,
mostre que

(a) Cov(p) = o?(A'A)~!

(b) O erro quadrético médio, MSE = ||y — Payl||>/(m — n), é um estimador néo
tendencioso de o2. Sugestao: Use MSE =y Ray/(m—n), onde Ry = (I—Py).

Justificativa da Norma Quadrética:
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Existem outras alternativas para medir o tamanho do erro, x, além da norma Ly =
(z'x)/?; Por exemplo as normas L; = 1'abs(z), ou L., = max(abs(z)). Tanto L;
como L., sao usadas na estatistica em certas situagoes especiais, todavia, Ly é usada na
maioria das situagoes. Além de ser computacionalmente mais simples, é a unica que tem

a propriedade de ser invariante por uma (pelo grupo de) rotagao.
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Appendix B

Algebra Linear Computacional

B.1 Notacao e Operacoes Basicas

Este pardgrafo define algumas notagoes matriciais. Indicamos por (1:n) a lista [1,...n],
e j € (1:n) indica que o indice j estd neste dominio. Uma lista de matrizes tem um (ou
mais) {ndices superscritos, S'...S™. Assim S’,;i é o elemento na linha h e coluna 7 da
matriz S¥. A matriz

1,1

A o A

A= : . :
1

ATl A,

¢ uma matriz blocada, onde AP é o p — g-ésimo bloco, ou sub-matriz.

Quando estamos falando de apenas uma matriz, X, costumamos esceve-la com o indice
de linha subscrito, e o indice de coluna superscrito Assim z;, 27, e a:i sao a linha 7, a coluna
Jj, € o elemento (i,7) da matriz X. ESta notacdo é mais compacta, e resalta o fato de
vermos a matriz X como uma matriz blocada por vetores coluna. A matriz X ,]Lf ¢ um
bloco extraido da matriz X, fazendo os indices de linha e coluna percorrer os dominios
indicados. 0 e 1 sao matrizes de zeros e uns, geralmente vetores coluna , n x 1. Quando
a dimensao nao esta indicada, ela pode ser deduzida do contexto. V > 0 é uma matriz
positiva definida. Definimos a p-norma de um vetor x por ||z||, = (3 |z;]P)". Assim, se

x para um vetor nao negativo, podemos escrever sua 1-norma como ||z||; = 1'x.

O produto de Kroneker de duas matrizes é uma matriz blocada onde o bloco (,7) é a
segunda matriz multiblicada pelo elemento (1, 7) da primeira matriz:

Al A2B
A®B = | AB AiB

As seguintes propriedades podem ser facilmente verificadas:

95
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e (A® B)(C® D)= (AC)® (BD)
e (A®B)=A®B

e (A®B)'=A'gB!

rador mpi u u riz em um unico vetor coluna, i.e.
O operador Vec “empilha” as colunas de uma matriz e nico vetor coluna, i.e.,
se Aém xn,

Al
Vec(A) = |
An
As seguintes propriedades podem ser facilmente verificadas:

o Vec(A+ B) = Vec(A) + Vec(B)

AB?
e Vec(AB) = : = (I ® A) Vec(B)
AB"

B.2 Espacos Vetoriais com Produto Interno

Dados dois vetores x,y € R", o seu produto escalar ¢é definido como

<x]y>zx'y:inyi.

=1

Com esta definicao vé-se que o produto escalar é um operador que satisfaz as propriedades
fundamentais de produto interno, a saber:

l. <z |y>=<y|x>,simetria.
2. <arx+fylz>=a<z|z>4+0<y]|z>, lincaridade.
3. <z |x>>0,semi-positividade.
4. <z |x>=0<«< x =0, positividade.
Através do produto interno, definimos a norma:
lz|| =<z |z >Y?;
e definimos também o angulo entre dois vetores:

O(z,y) = arccos(< x [y > /|z[l[lyl]) -
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B.3 Projetores

Consideremos o subespaco linear gerado pelas colunas de uma matriz A, m por n, m > n:
C(A) ={y=Ar,z € R"} .

Denominamos C'(A) de imagem de A, e o complemento de C'(A), N(A), de espaco nulo
de A,
N(A) ={y | Ay =0} .

Definimos a projecao de de um vetor b € R™ no espago das colunas de A, pelas

relagoes:
y = Pounb =y € C(A) A (b—y) L C(A)

ou, equivalentemente,

y:PC(A)bHy:ALE/\A,(b—y):O.

No que se segue suporemos que A tem posto pleno, i.e. que suas colunas sao li-
nearmente independentes. Provemos que o projetor de b em C'(A) é dado pela aplicagao
linear

Pa— A(AA) A
Se y = A((A’A)"tA'D), entao obviamente y € C(A). Por outro lado,

Ab—y) = A'(I — AAA) A= (A — TA)b=0.

B.4 Matrizes Ortogonais

Dizemos que uma matriz quadrada e real é ortogonal sse sua inversa ¢ igual a sua
transposta.Dada () uma matriz ortogonal, suas colunas formam uma base ortonormal de
R™, como pode ser visto da identidade QQ'QQ = I. A norma quadratica de um vetor v, ou

ol = 3" (0)* = v/

permanece inalterada por uma transformacao ortogonal, pois

(Qv)(Qu) =v'Q'Qu =v"Tv =7"v .

seu quadrado

Dado um vetor em R?, { = ], a rotacao deste vetor por um angulo # é dada pela

T2
transformacao linear
| cos(8) sin(f) Ty
GO)z = { —sin(f) cos(6) Ty |
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Notemos que uma rotacao é uma transformacao ortogonal, pois

G(6)G(9) = cos(0)" + sin(6)" 0 ] _ { 10 ]

0 cos(6)* 4 sin()? 0 1

A rotacao de Givens é um operador linear cuja matriz coincide com a identidade,
exceto num par de linhas onde imergimos uma matriz de rotagao bidimensional:

1

cos(0) sin(0)
— sin(0) cos(6)

Dizemos que a aplicacao deste operador numa matriz A, G’ A, roda as linhas i e j de
A de um angulo 6 (no sentido ant-horéario).

Como o produto de transformagoes ortogonais continua ortogonal (prove), podemos
usar uma seqiiéncia de rotacoes para construir transformacoes ortogonais.

Listamos agora algumas rotacoes em R?, construidas a partir de simples relacoes
trigonométricas, que serao utilizadas como blocos de construgao para diversos agoritmos.

Consideremos, em R? v um vetor, S uma matriz simétrica, ¢ A uma matriz as-

=[5] =] A=t A

Para anular a segunda componente do vetor v por uma rotagao & esquerda, G(6,) v,

simétrica,

basta tomar um angulo

0, = arctan (E) .
x
Para diagonalizar a matriz simétrica por uma rotacao simétrica, G(0uiag)’ S G(Odiag)-

1 2
Odiag = 3 arctan ( q )
r—p

basta tomar um angulo

Para simetrizar a matriz assimétrica por uma por uma rotacao a esquerda, G(6gy,)" A,
basta tomar um angulo

0 = arctan b—c
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Assim, para diagonalizar a matriz assimétrica basta simetriza-la, e em seguida diagonaliza-
la. Alternativamente, podemos diagonalizar a matriz assimétrica por um par de “rotacoes
de Jacobi”, a esquerda e a direita, J(6,)" A J(0;); bastando tomar os angulos

—Qa

c+b c—b
Osum = 0, + 0; = arctan <d ) , Ogif =0, — 0, = arctan <d—|—a) ou

J(0:) = G(Osum /2) G(=0uis/2)" , J(01) = G(0ais/2) G(Oaif/2) -

No célculo das rotagoes, as fungoes trigonométricas, Seno, Coseno e Arco-Tangente
nao sao realmente utilizadas, ja que nunca utilizamos os angulos propriamente ditos, mas
apenas ¢ = sin(f) e s =sinf, que podemos computar diretamente como

z _ -y

Para prevenir overflow podemos utilizar o calculo:

CcC =

e Sey==0, entaoc=1, s=0 .
e Sey>x , entaot=—x/y, s=1/V1+t>, c=st .

e Sey<z , entdot=—y/r, c=1/V/1+t*, s=ct .

B.5 Fatoracao QR

Dada A uma matriz real de posto pleno m x n, m > n, podemos sempre encontrar uma
. R , . .
matriz ortogonal @) tal que A = Q) [ 0 }, onde R ¢é uma matriz quadrada e triangular

superior. Esta decomposicao é dita uma fatoracao “QR”, ou fatoragao ortogonal, da
matriz A. O fator ortogonal @ = [C' | N] nos da uma base ortonormal de R™ onde
as n primeiras colunas sdo uma base ortonormal de C'(A), e as m — n ultimas colunas

sao uma base de N(A), como pode ser visto diretamente da identidade Q'A = [ f)g ]

Construiremos a seguir um método para fatoragao ortogonal.

Abaixo ilustramos uma seqiiéncia de rotagoes de linhas necessarias que leva uma matriz
5 x 3 a forma triangular superior. Cada par de indices, (i,7), indica que rodamos estas
linhas do angulo apropriado para zerar a posicao na linha ¢, coluna j. Supomos que
inicialmente a matriz é densa, i.e. todos os seus elementos sao diferentes de zero, e
ilustramos o padrao de esparsidade da matriz nos estagios assinalados com um asterisco
na seqiiéncia de rotagoes.

(1,5) % (1,4)(1,3)(1,2) = (2,5)(2,4)(2,3) * (3,5)(3, 4)x
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[+ 2 =z T T x (2 2 2] [z 2 z]
r T T 0 z =x 0 =z =x 0 z =x
T T x 0 =z = 0 0 =z 0 0 =z
r T x 0 =z z 0 0 =z 0 0 0
| 0 =z x 0 =z = 00 ] [0 0 0]

B.5.1 Minimos Quadrados

Dado um sistema superdeterminado, Az = b onde a matriz A m x n tem m > n, dizemos
que x* “resolve” o sistema no sentido dos minimos quadrados, ou que x* é a “solucao” de
minimos quadrados, sse x* minimiza a norma quadratica do residuo,

* : .
2" = Arg min Az -0 ,

Dizemos também que y = Ax* é a melhor aproximacao, no sentido dos minimos quadrados

de b em C(A).

Como a multiplicagdo por uma matriz ortogonal deixa inalterada a norma quadratica
de um vetor, podemos procurar a solucao deste sistema (no sentido dos minimos quadra-
dos) minimizando a transformacao ortogonal do residuo usada na fatoragao QR de A,

R
Q-0 =11 | ¢ | o= | § 1= 1Re =+ oz - ap?

Da ultima expressao vé-se que a solucao, a aproximacao e o residuo do problema
original sao dados por, respectivamente

*=R'c, y=Az" e z:Q[g}

Como ja haviamos observado, as m — n ultimas colunas de () formam uma base
ortonormal de N(A), logo z L C'(A), de modo que concluimos que y = Pab!

B.6 Fatoracoes LU e Cholesky

Dada uma Matriz A, a operacao elementar determinada pelo multiplicador mj-, é
subtrair da linha j a linha ¢ multiplicada por m; A operacao elementar aplicada a matriz
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identidade gera a correspondente matriz elementar,

1

1

Aplicar uma operacao elementar a matriz A equivale a multiplicd-la a esquerda pela
correspondente matriz elementar.

Na Fatoracao de Gauss, ou fatoracao LU, usamos uma seqiiéncia de operacoes
elementares para levar A a forma triangular superior,

MA=M(mn-1,n)---M(2,3)---M(2,n)M(1,1)---M(1l,n—1)M(1,n)A=U .

A inversa da produtéria desta seqiiéncia de matrizes elementares tem a forma triangular
inferior (verifique)

1 .
ma 1
L=M"'=]": .
mib—l m?z—l 1
L my,  my, mpt 1

No caso de fatorarmos uma matriz simétrica, S = LU, podemos por em evidencia os
elementos diagonais de U obtendo S = LDL'. Se S for positiva definida assim serd D, de
modo que podemos escrever D = DY2D'Y2 D'Y2 a matriz diagonal contendo a rafz dos
elementos em D. Definindo C' = LD'?, temos S = CC’, a fatoracao de Choleski de
S.

B.6.1 Programacgao Quadratica

O problema de programagao quadratica consiste em minimizar a fungao
fly) =12y Wy+cy, W=Ww

sujeitos as restrigoes
9i(y) = Njy = d;.

Os gradientes de f e g; sao dados, respectivamente, por

Vyf=yW+¢c, eV,g. =N .

1
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As condigoes de otimalidade de primeira ordem (condig¢oes de Lagrange) estabelecem
que as restricoes sejam obedecidas, e que o gradiente da funcao sendo minimizada seja
uma combinagao linear dos gradientes das restrigoes. Assim a solugao pode ser obtida em
funcao do multiplicador de Lagrange, i.e. do vetor [ de coeficientes desta combinacao

linear, como
Ny=d N yW+ =UN",

N 0 yl| |d

W N Il | ec
Este sistema de equagoes é conhecido como o sistema normal. O sistema normal tem
por matriz de coeficientes uma matriz simétrica. Se a forma quadratica W for positiva

definida, i.ese Ve 2’'Wx >0 A o'Wz =04 x =0, e as restrigoes N forem lineramente
independentes, a matriz de coeficientes do sistema normal serd também positiva definida.

ou em forma matricial,

B.7 Fatoracao SVD

A fatoracdo SVD decompdem uma matriz real A, m X n, m > n, em um produto D =
U'AV, onde D é diagonal, e U, V' sdo matrizes ortogonais. Consideremos primeiramente
0 caso m = n, i.e. uma matriz quadrada.

O algoritmo de Jacobi é um algoritmo iterativo que, a cada iteragao, “concentra a
matriz na diagonal”, através de rotacoes de Jacobi.

" pk+1 k+1 k+1 k+1 7]
A171 Al,i ALJ‘ Al,n
k+1 k+1 k+1
Ai,l R Aiﬂ' Ce 0 Ce Ai,n
. 1 Ak S _ AR+
J(lajver) A ‘](Zajael) =A - : . : . : . :
k+1 k+1 k+1
Aj,l 0 Aj,j Aj,n
k+1 k+1 k+1 k+1
| An,l An,z’ An,j An,n _

Consideremos a soma dos quadrados dos elementos fora da diagonal na matriz A
Offy(A). Vemos que

Offy(A**1) = Offa(A") — (A7) — (45,)"

Assim, escolhendo a cada iteracao o par de indices que maximiza a soma dos quadrados
do par fora da diagonal a ser anulado, temos um algoritmo que converge linearmente para
uma matriz diagonal.

O algoritmo de Jacobi nos d4 uma prova construtiva da existéncia da fatoragao SVD,
e é a base para vérios algoritmos mais eficientes de fatoracao SVD.
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Se A é uma matriz retangular, basta inicialmente fatorar A = Q R, e aplicar o algoritmo
de Jacobi ao bloco quadrado superior de R. Se A é quadrada e simétrica, a fatoracao
obtida é denominada decomposicao de autovalores de A.

As matrizes U e V podem ser interpretadas como bases ortogonais dos respectivos
espacos de dimensao m e n. Os valores na diagonal de S sao denominados valores sin-
gulares da matriz A, e podem ser interpretados geométricamente como fatores multipli-
cadores do mapa A = UDV’, que leva cada versor da base V' para um miltiplo de um
versor da bése U.

B.8 Exercicios

1. Use as propriedades fundamentais do produto interno para provar:
(a) A desigualdade de Cauchy-Scwartz: | <z |y > | < ||z||||y||. Sugestao: Calcule
lz — ay||* para o =<z | y >2 /| y||.
(b) A Desigualdade Triagular: ||z + y| < [|z|| + [|y]|-
(¢) Em que caso temos igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwartz? Relacione

sua resposta com a definicao de angulo entre vetores.

2. Use a definicao do produto interno em R™ para provar a Lei do Paralelogramo:
2 2 2 2
[z +ylI” + llz —yl” = 2[z[" + 2lylI".

3. Uma matriz é idempotente,ou um projetor nao ortogonal sse P? = P. Prove que:
(a) R= (I — P) é idempotente.

(b) R™ = C(P) + C(R).

(c¢) Todos os autovalores de P sdo 0 ou +1. Sugestao: Mostre que se 0 é uma raiz
do polinémio caracteristico de P, ¢p(A) = det(P — M), entdao (1 — ) =1 ¢
raiz de pgr(\).

4. Prove que VP idempotente e simétrico, P = P¢(py. Sugestao: Mostre que P'(I —
P)=0.

5. Prove que o operador de projecao num dado sub-espaco vetorial V', Py, é tinico e
simétrico.

6. Prove o theorema de Pitédgoras: ¥b € R™, u € V temos que ||b — ul]* = ||b — Pyb|*+
1P — ul”.

7. Suponha termos a fatoracio QR de uma matriz A. Considere uma nova matriz A
obtida de A pela substituicao de uma unica coluna. Como podemos atualizar nossa
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fatoragdo ortogonal usando apenas 3n rotagdes de linha? Sugestdo: (a) Remova
a coluna alterada de A e atualize a fatoragdo usando no méaximo n rotagoes. (b)
Compute a nova coluna alterada pelo fator ortogonal corrente, a = Q'a = R™*A’a.
(¢) Adicione @ como a ultima coluna de A, e torne a atualizar a fatoracdo com 2n
rotacoes.

8. Compute as fatoragoes LD L e Cholesky da matriz

4 12 8 12
12 37 29 38
8 29 45 50
12 38 50 113

9. Prove que
(a) (AB) = B'A’.
(b) (AB)™' = B 1AL
(c) At = (A7 = (A)~ L

10. Descreva quatro algoritmos, para computar L'z e L'z, acessando a matriz L,
triangular inferior de diagonal unitaria, por linha ou por coluna.



