PREFACIO

A origem deste livro é uma promessa que fiz ao Professor Debrabata Basu de tentar
algum dia escrever parte de suas idéias sobre Fundamentos Tedricos da Estatistica. Tive o
privilégio e a honra de fazer parte do pequeno grupo de estudantes que escreveram teses de
doutorado (PhD) sob a supervisao desse extraordinario pensador. Minha admiragao pelo
Professor Basu nao se restringe a sua qualidade como orientador de tese, mas, principal-
mente, pelo magnifico ser humano. Estas notas sao dedicadas a esse Amigo, Orientador
e Guru.

Este livro é fruto do trabalho de muitas pessoas por muitos anos. E com orgulho
que posso afirmar que, embora tendo trabalhado nos ultimos treze anos com o material
aqui desenvolvido, muitos dos capitulos foram escritos por meus ex-orientandos. Também
sinto orgulho de ter tido o privilégio de ter sido orientador dessas pessoas corajosas por
se submeter & minha supervisao em seus respectivos trabalhos de tese.

Os Capitulos 1 a 5 sao dedicados ao desenvolvimento do que poderiamos classificar
como os fundamentos tedricos da Estatistica Fisheriana ou Cléssica. Ali apresentamos os
conceitos fundamentais de modelo estatistico, modelo dominado, estatistica e suficiéncia
classica. O Capitulo 5 introduz os modelos nao dominados, que nao sao muito divulgados
na literatura estatistica. Aproveitamos a formacao matematica do Alberto Zapata para
que esse material fosse escrito de forma suscinta e rigorosa.

Pilar escreveu o Capitulo 6 que trata de um modelo nao dominado muito especial
conhecido por modelo discreto. [ exatamente este modelo que permite colocar a teoria da
amostragem como parte do método estatistico. Parte desse material pode ser encontrado

apenas nas entrelinhas de alguns artigos do préprio Basu ou na tese de doutorado da

Pilar.



Marcia escreveu o Capitulo 7 sobre a utilizacao dos conceitos introduzidos nos capitulos
anteriores na estatistica usual. Parte do material desse capitulo pode ser encontrado em
sua tese de mestrado.

O Capitulo 8 é um excelente estudo da invariancia. Muitos ficarao surpresos com a
forma clara e precisa com que Victor escreveu esse material. A forma com que invariancia
¢ introduzida é original e nao creio que exista similar na literatura.

Os Capitulos 9, 10 e 11 referem-se a Estatistica Bayesiana e foram escritos por Daniel.
O Capitulo 9 introduz o modelo Bayesiano e muito do material pode ser encontrado tanto
no meu trabalho de PhD quanto na tese de doutorado do Daniel. Embora o Capitulo 10
chame atencao pelo estilo elegante de apresentacao do Daniel, muito dos resultados de
independéncia condicional foram desenvolvidos em minha tese de doutorado. O Capitulo
11, entretanto, é totalmente original e sé pode ser encontrado na tese do Daniel. Nao
conheco publicacao que apresente o problema de Identificacdo com tanta propriedade
como feita pelo Daniel. Este material é parte do primeiro capitulo de sua tese.

Finalmente, o Capitulo 12 é uma comparacao entre os conceitos de suficiéncia. Alberto
Zapata escreveu este artigo e apresentou em um congresso de Inferéncia Bayesiana em Sao
Carlos, em 1991. Creio que material similar s6 pode ser encontrado na tese de PhD de
um ex-companheiro da Florida Statee University, S.C. Cheng.

Embora tenha desenvolvido o material dessas notas ao longo desses treze anos como
professor da discipline MAE 798 - Teoria Estatistica, para o Programa de Doutorado do
IME-USP, foram meus alunos que me incentivaram a tornar realidade este livro. Assim,
cumprindo a promessa que fiz ao meu Guru, pude ter o “direito” de fazer com que todos
trabalhassem duro em cima das idéias do Basu.

A pergunta que surge naturalmente é: “qual a diferenca entre o que estd desenvolvido
aqui e o que ja foi apresentado em outros textos com o mesmo nivel de formalidade?” A
resposta é simples: no lugar de trabalharmos com a defini¢ao usual de estatistica — fungao
mensuravel do Espago Amostral — definimo-la como sendo qualquer subélgebra (sub-o-
algebra) associada ao Espaco Estatistico Original. Assim, ao invés de trabalharmos com
diversos Espacos Estatisticos gerados pelas funcoes mensuraveis, temos de nos preocupar
com apenas um espacgo e seus sub-espacos de interesse, definidos pelas estatisticas. O

preco da generalidade é compensado pela simplicidade.
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Os autores dessas notas desejam que os futuros doutorandos possam usufrui-las no
sentido de conseguirem simplificacoes necessarias aos objetivos de suas pesquisas.

Gostariamos de agradecer a coordenagao do Coléquio Brasileiro de Matematica por
nos dar a oportunidade de oferecer o Curso de Teoria Estatistica nessa prestigiosa reuniao
cientifica. Aos meus alunos da turma de 1992, Antonio José da Silva, Filidor Edilfonso
Vilca Labra e Manual Galea Rojas, gostaria de agradecer pela paciéncia em rever toda a
digitagao dessas notas. Pilar e Marcia coordenaram a coleta dos manuscritos e a formagao
dos exercicios complementares dos capitulos iniciais e, as duas, agradeco pelo incentivo e

por todo esse trabalho.

Sao Paulo, 30 de abril de 1993

Carlos Alberto de Braganca Pereira

il



INDICE

Prefacio . ... ... i
Capitulo 1 - Preliminares ............. .. 1
Capitulo 2 - Estatisticas e particoes ............. i 14
Capitulo 3 - A suficiéncia de Fisher e suas derivagées ...................cooiui... 22
Capitulo 4 - Suficiéncia de Fisher no caso dominado .............................. 36
4.1 IntroduGao .. ..o 36
4.2 O teorema de fatoracao de Halmos-Savage ................. ... ... ... 42
4.3 Suficiéncia versus suficiéncia por par ... 46
Capitulo 5 - O caso nao dominado ...............oiiiiiiiii i, 50

Capitulo 6 - Suficiéncia de Fisher no caso discreto.

Aplicagoes na teoria de amostragem classica .......................... 60

6.1 Suficiéncia no modelo discreto .......... ... 60

6.2 O papel da suficiéncia na teoria de amostragem cldssica .............. 72

Capitulo 7 - Aplicagoes de suficiencia ............ .. i 79
7.1 Teoria de eStimMacao .........ouii i 79

7.2 Teoria de testes de hipoteses ............. i 85

7.3 Os teoremas de Basul ... 88

v



Capitulo 8 - Relagoes entre invariancia, suficiéncia e ancilaridade ................. 98

8.1 Definigoes e preliminares ............... . i 98
8.2 Invariancia e suficiéncia ............. . i 101
8.3 Invariancia e ancilaridade ........ ... ... .. 109
Capitulo 9 - O modelo estatistico bayesiano e sua estrutura mateméatica ......... 118
9.1 Construgao do modelo bayesiano ............... ... ..o 118
9.2 Dominacao do modelo bayesiano ............... ... ... L 121
9.3 Medidas condicionadas adicionais ............... ... ... i 126
9.4 Dominacao de modelos marginais e condicionais ..................... 129
Capitulo 10 - Independéncia condicional e suficiéncia bayesiana amostral ........ 138
10.1 Conceito e propriedades da independéncia condicional .............. 138
10.2 Suficiéncia bayesiana amostral ........... ... ... .. L 145
10.3 Completude e suficiéncia minima bayesianas ....................... 151
Capitulo 11 - Identificabilidade paramétrica ............ ... ... ... ... ... .... 157
11.1 Conceitos e resultados basicos no contexto classico ................. 157
11.2 Suficiéncia bayesiana paramétrica .............. ...t 163
11.3 Identificabilidade bayesiana paramétrica ........................... 172
Capitulo 12 - F-suficiéncia e K-suficiéncia .......... ... . oo i 177
12.1 IntroduGaOo . ..ot 177
12.2 Preliminares . ..........oo oo 178
12.3 Relacgoes entre as nocoes de F-suficiéncia e K-suficiéncia ........... 183
Refer@ncias . ... 188



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Entenderemos por um modelo estatistico (ou estrutura estatistica) uma trinca de
“entes abstratos” (X, A, P), onde X é um conjunto de pontos, x, A é uma o-algebra de
subconjuntos, A, de X e P é uma familia (de medidas) de probabilidades, P, no espago
mensuravel (X, .4). Nestas notas, (X, .4, P) estard fixada. No contexto estatistico, X' é
o espago amostral de todos os resultados possiveis de um experimento (variavel ou vetor
aleatério por exemplo) cuja distribuigao é definida por algum Py € P “desconhecido” (a
intengao do estatistico é pesquisar qual é este Py). A o-algebra A, l6gicamente, representa
a classe de todos os eventos A, para os quais P(A) sdo bem definidos VP € P. Se a familia

P pode ser escrita como

onde a correspondéncia § : © — P é um-a-um (preferivelmente uma bem “simples”),
entao P é, equivalentemente, considerado como o “espago paramétrico” ©.
Consideraremos simultaneamente, com bastante frequéncia, mais de uma o-algebra de
subconjuntos de X as quais, por sua vez, estao contidas em A. Para efeito de simplificacao,
D é chamada de subdlgebra de A se D é uma sub-o-dlgebra de A. Se {Ds; § € A} é uma

colegao arbitréria de subdlgebras de A, \/ Ds = o{D;; 0 € A} é a menor subdlgebra de
deA



A que contém cada Ds, § € A. O conjunto dos reais e a o-algebra de Borel na reta serao
denotados por R; e By, respectivamente. Por uma varidvel aleatéria f, entenderemos uma

fungao A-mensurdvel de (X, A) em (R, B;). Se uma subdlgebra D de A contém
[~ (B) ={f(B); VBeDBi}

entdo f é dita ser D-mensuravel e escreveremos f € D. Seja {fs; § € A} uma colegao
arbitraria de varidveis aleatérias (v.a.). Escreveremos algumas vezes o{fs; 6 € A} no

lugar de \/ f51(B1), a menor subdlgebra que contém as classes f; '(Bi).
dEA

Exercicio 1.1

(i) Dé um exemplo para mostrar que a unidao de o-algebras nao é, necessariamente,

uma o-algebra.
(i) Mostre que f~1(B;) é uma subélgebra de A.

(iii) Mostre que a intersecgao de o-algebras é uma o-algebra.

Observacao: Lembre-se de que estamos considerando, simultaneamente, diversas me-
didas de probabilidade no mesmo espago mensuravel (X, A). Esta é a diferenga bésica
do espaco de probabilidade usual (X, .4, P) onde apenas uma medida de probabilidade é
considerada. Na verdade, o estatistico “classico” admite que existe em P o “verdadeiro”
elemento P, o qual deverd ser investigado (estimado 7), pois ele (estatistico) o descon-
hece. Nesta se¢ao alguns conceitos bem conhecidos em espacgos de probabilidade serao
estendidos para as estruturas estatisticas. Isto formara o Instrumento Bésico de nosso

curso. O
Considere entao o modelo estatistico bésico (X, A, P).
Definicao 1.1
(i) Um conjunto A € A é dito ser P-nulo se P(A) = 0.

(ii)) Um conjunto A € A é dito ser P-nulo se A é P-nulo VP € P.



Sejam f e g duas variaveis aleatorias e sejam A e B dois conjuntos quaisquer de A.
Definicao 1.2
() f =g [P] se {x: /(x) # g(a)} é P-nulo.
(i) A= B [P] se P(AAB) =0, onde AAB ¢ a diferenca simétrica entre A e B.
(i) f=g[P]se f=g[P] VYPeP.
(iv) A=B[P]se A=B[P] VYPeP.
Exercicio 1.2

Sejam f e g duas variaveis aleatérias, I4 e I as funcoes indicadores dos conjuntos A

e B de A, respectivamente:

(i) Mostre que {z; f(z) # g(z)} € A.

(ii) Mostre que A = B [P] se e somente se Iy = I [P].

Consideremos agora duas subalgebras, D e £ de A.
Definicao 1.3

(i) Diremos que D é P-essencialmente incluida em & D C £ [P], se VD € D, JE € £
tal que £ = D [P].

(ii)) D é P-equivalente a &, D=E [P|,se D C E [Pl e £ C D [P].

Definicao 1.4

(i) D é P-essencialmente incluida em £, D C £ [P], se VD € D, 3E € & tal que
E =D [P].

(ii) D é P-equivalente & £, D=E [P],se ECD [Ple D C & [P].



Exercicio 1.3
Mostre que D C & [P] se e somente se para cada v.a. f que é D-mensuravel existe

uma v.a. g que é E-mensuravel tal que g = f [P].

(g}

Observacgao: Ocasionalmente escreveremos “Cp” e “=p” para indicar inclusao P-essen-

cial e para indicar P-equivaléncia, respectivamente.

E “evidente” que D = & [P] implica que D = € [P], VP € P. O inverso contudo nao
¢é verdadeiro visto que, no primeiro caso, a equivaléncia é independente da escolha de P,

O que Nnao ocorre no segundo.

Exemplo 1.1

Seja X = R;, A = conjunto de todas as partes de X e P a familia de todas as
distribuigoes degeneradas (em R;). Note que o conjunto vazio, (), é o unico conjunto
P-nulo. Nao é dificil ver que A = {0, R} [FP] para todo § € R;. Contudo, todo
subconjunto proprio A de Ry nao possui P-equivaléncia, nem com () nem com R;. Assim,

A Z£ {0, Ri} [P]; isto é, A ndo é P-equivalente a o-algebra trivial. O

Exercicio 1.4
No Exemplo 1, mostre que A = {0}, R;} [P] V0 € Ry e que todo subconjunto préprio

de R; nao é P-equivalente a () ou a R;.

Observacao: Por questoes praticas, é natural que o aluno pergunte se nao seria possivel
conseguir um exemplo semelhante ao Exemplo 1, onde tivéssemos uma familia P de
distribuicoes absolutamente continuas em R;. Voltaremos a discutir esse problema quando

estudarmos familias dominadas. O

No caso de duas medidas, P; e P,, escreveremos D C & [Py, P,] para indicar que
VDeD,dE € Etalque E= D [Pi] e E = D [Py]; isto é, E = D [P, P»]. Analogamente,

com esta ordem parcial, definimos D = & [Py, P,).

Definicao 1.5
Duas subalgebras D e £ sao “equivalentes por par” , com respeito a P, se para cada

subclasse de duas medidas {P;, P} C P, D = €& [P, P,).



Também aqui, fica claro que P-equivaléncia implica em equivaléncia por par. Contudo,

o inverso ¢é falso como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2
No Exemplo 1, considere P como sendo a familia de todas as distribuigoes discretas
em R;. Considerando o conjunto vazio, (), como sendo enumeravel, seja a D a subalgebra

(ver Exercicio 1.5) definida por
D ={D € A; D ou D° é enumeravel} ,

onde D¢ indica o complementar de D (X — D). Vamos provar que A e D sdo equivalentes
por par. Para isto, fixemos quaisquer subconjuntos A € A e {P;, P,} C P. Desde que
P, e P, sao medidas discretas de probabilidade, concentram suas massas em um conjunto
enumeravel Ay = {ai,as,...}. Considere o conjunto D = Ay N A. Fica entao claro que
D e Deque D =AI[P,P). Assim, V{P, P} C P, temos que A C D [P, P»]. Por
defini¢ao temos que D C A e, assim, concluimos que A = D [Py, P»] qualquer que seja
{P1, P,} C P. Contudo, A # D [P] (ver Exercicio 1.6). O

Exercicio 1.5

Mostre que a classe D, definida no Exemplo 2, é uma o-dlgebra.

Exercicio 1.6

No Exemplo 1.2, mostre que A C B [P] ¢ falso.

Observagao: Note que no Exemplo 1.1, A e {(), R1} nao sao equivalentes por par. Con-
sequentemente, temos a seguinte conclusao: P-equivaléncia = Equivaléncia por par =
P-equivaléncia VP € P. Contudo, as direcoes das implicacoes nao podem ser mudadas
em geral. E importante ainda notar que, também no Exemplo 1.2, consideramos uma

classe “nao dominada” de medidas.

Definicao 1.6
Uma v.a. f é dita ser “P-essencialmente D-mensuravel” se existe uma funcao, g,

D-mensuravel tal que g = f [P]. Neste caso, escrevemos f € D [P].

Consideremos agora as seguintes classes de subconjuntos de X



(i) Ao = {0, X} ;
(ii) A, = {A € A; P(A) =0 ou P(A°) =0} ;

(iii) Ag={A € A, P(A)=00u P(A9)=0 VPeP}.

Exercicio 1.7

Mostre que A, Zéj e Ay sao o-dlgebras e que Ay C Ay C Zéj .

Definicao 1.7
O completamento de uma subélgebra D é a subalgebra D = DV A,. Da mesma forma,

D é dita ser completada se Ay C D.

Exercicio 1.8

Sejam D e £ duas subalgebras e f uma v.a. Entao, prove que:

(i) D={A € A; A= D [P] para algum D € D} ;

E natural, no momento, questionarmos se o completamento é mantido quando efetu-
amos as “operagoes”’ entre subalgebras. Os resultados que passamos a discutir, embora
sem muito interesse pratico, nos fornecerda uma maior intimidade com os conceitos aqui

apresentados.

Proposicao 1.1
Sejam Dy, Dy, & e & subdlgebras de A. Se Dy = &; [P] e Dy = &; [P], entao
Dl \/D2 = 61 V 52 [P]



Demonstracgao

Pelo Exercicio 1.8 (ii) é suficiente mostrarmos que

D1VD2551V(€2 (*)

Em vista da definicao de completamento e pelo fato da comutatividade da operacao V,
temos que

@1\/§2:D1\/D2, gl\/ggzgl\/gg.

Como D; = &[P], i = 1,2, temos pelo Exercicio 1.8 (ii) que D; = &;, i = 1,2. Assim, (*)

é conseqiiéncia imediata deste fato. O

O exemplo a seguir vem mostrar que embora a interseccao de subalgebras seja uma
subalgebra, o completamento dessa interseccao nao necessariamente é a interseccao dos

completamentos.

Exemplo 1.3

Seja X = Ry, A = B; e P = familia de medidas P que sao dominadas pela medida
de Lebesgue, \; isto é, P <K A VP € P. [P < A se VB € By, tal que A(B) = 0 implicar
P(B) =0.] Seja D ={0,(—0,0),[0,00),R1} e £ ={0, E, E°, Ri }, onde E é o conjunto
dos irracionais negativos. Como A(EA(—00,0)) = 0, temos que D = £ [P]|. Entao, se
P-equivaléncia fosse mantida com a formacao de intersecgoes, teriamos

{DEE [P] = D=&ENDIP]; isto é,
D=7 I[P] D ={0,R} [P]

o que logicamente é falso.

Por outro lado, £ € DNE, porém, E € DN E = Ajy. Isto mostra que o completamento

da interseccao nao ¢é necessariamente a interseccao dos completamentos. a
O resultado abaixo vem concluir nossa investigacao.

Proposicao 1.2
Sejam D e £ duas quaisquer subdlgebras, entao DNE C DN E.

Demonstracao



Seja B € DNE, assim pelo Exercicio 1.8 (i), 34 € DN & tal que A = B [P].
Assim, desde que A € D e A € &, concluimos que B € D e B € &, o que finaliza esta

demonstracao. a

Com o intuito de diminuir a generalidade de nossa estrutura estatistica, vamos con-
siderar uma propriedade topoldgica que, além de tornar um pouco mais “real” o nosso

estudo, vem fornecer caracteristicas bastante interessantes.

Definigao 1.8
Uma subélgebra D de A é dita ser “enumeravelmente gerada” ou “separdvel” se existe
uma classe enumeravel, ID = {Dy, D, ...}, de subconjuntos D;, de D tal que ¢(ID) = D

(isto é, D é a menor o-algebra que contém ID). Neste caso, ID é chamado “gerador” ou

“base” de D.

Exemplo 1.4
D ={0,D,D¢, X} e B; sao separaveis desde que D = o({D}) e By = o({(—o0,7);7 é

racional}).

Teorema 1.1

Seja D uma subdlgebra separavel de A, entao existe uma v.a. f tal que
f7H(B)=D.

Demonstracgao

Sejam ID = {Dy, Dy, ...} tal que D = o(D), I,, = Ip
o) [n
f=1{> 30
n=1
Como D,, € D, entao f € D;isto é f~1(B;) C D. Consideremos agora os conjuntos

e note que, se Vn, a, = 0 ou 1, existe uma correspondéncia um-a-um entre as seqiiéncias

n=1,2,...)e

n

(a1, as,...) e as séries Y07 | 2.
Como D; = (z: Li(x) = 1) = f71(B;) e f7YB;) € f~1(By), segue que D; € f~1(B;).
Logo D C f~'(B;) C D e portanto f~'(B;) = D. O



Exercicio 1.9

Procure esclarecer todos os detalhes da demonstracao acima.

Teorema 1.2

Se f é uma v.a., entao f~1(Bj) é separavel.

Demonstracgao

Observe que f~1(B;) C A e que By é separdvel. Seja B = { By, Bs, ...} uma base de B;.
Seja D = o({f1(By), f 1 (Bz),...,}) que por outro lado estd contido em f~!(B;). Seja
By ={B € B, : f~'(B) € D}, verifique que By é uma o-dlgebra contendo {By, By, ...} e
logo By = B;. Escolha entdo VB € By = By e logo f~1(B) € D. Assim f~'(B;) CcD. O

A seguinte definicdo possui uma versao geral que depende das medidas de probabili-

dade do modelo estatistico.

Definigao 1.3
Um conjunto nao vazio A € A é chamado de “4tomo” de A se VAg C A tal que
Ap € A, entao Ay = 0 ou Ay = A. A é dita ter uma “estrutura atomica’ se seus atomos

formam uma particao de X.
Exemplo 1.5
(i) X é o tnico dtomo de Ay.
(ii) A e A° sao os dtomos de {0, A, A, X'}.

(ili) Para cada x € Ry, {z} é um atomo de By. Como Ry = U,ecr, {2}, entdo By tem

uma estrutura atomica.

(iv) Seja f uma v.a., entao f~'{z}, Vo € Ry, é um dtomo de f~1(B).

Teorema 1.3

Se A é separavel, entao A tem uma estrutura atomica.

Demonstracao



Seja A = {A;, As,...} uma base de A e seja B = {B: B = () B,, onde B, = 4,
n=1
ou AS, n=1,2,...}. Mostre que os elementos nao vazios de IB formam uma particao de

X. Seja D a classe de todos os conjuntos D € A tais que D = Useca Bs, onde A é um
conjunto qualquer de indices e Bs € B V§ € A. Verifique que D é uma subalgebra de A
e note que D tem uma estrutura atomica, pois cada elemento nao vazio de IB é um atomo
de D.

Para finalizar essa demonstracao, basta provar que A C D, pois, logicamente, D C
A. Assim, observamos que A, € D, Vn = 1,2,..., pois A, = Uc,ep Cn, onde C,, =
(NI Bi) N A, N (N2,01 Bi) e Bi = A; ou AS Vi #n. Logo, BC DeassimACD. O

Exercicio 1.10

Mostre que a classe D definida na demonstracao acima é uma o-algebra.

Evidentemente, existem o-algebras que nao sao separaveis. O mais surpreendente é
que existam o-algebras separaveis que contém subdlgebras nao separaveis. O exemplo

abaixo mostra este fenomeno.

Exemplo 1.6

Seja D = {D € IRy; D ou D¢ é enumerdvel}. Vamos supor por absurdo que D é
separavel. Existem Dy, Dy, ... tais que D = o({D1, Do, ...}) e assim D tem uma estrutura
atomica. Isto é, os elementos nao vazios de B ={B,NByN--- B, = D,, ou D} formam
uma particao de IR; e cada um de seus elementos é um atomo de D.

Sem perda de generalidade, podemos admitir que cada D,, n = 1,2,..., seja enu-
meravel. Por outro lado, N2, DS # (), caso contrério U2, D, = IRy o que é uma
contradigao, pois R; seria enumeravel. Assim, 72, DS é um atomo de D provocando a
seguinte contradicao:

Como U, D,, # IRy, entao consideremos D € D contendo propriamente a ;> D,

assim D¢ é um subconjunto proéprio de (72 ; DS o que obviamente é uma contradi¢ao. O
Note, no exemplo acima, que D nao ¢é separavel, embora D C B; seja separavel.

Exercicio 1.11

No exemplo acima, mostre que nao ha perda de generalidade em supor que Dy, Do, ...

10



Sa0 enumeraveis.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Considere o espaco estatistico onde X = Ry, A é a classe dos borelianos de X e
P ={Py;0 € R1} com P, sendo a medida degenerada em 6. Sendo A, a subdlgebra
trivial;

(i) prove que A= Ay [Py], V0 € Ry e que A# Ay [P] e
(ii) diga, justificando, se a relagdo A = Ag[Py,, Py,], V(01,02) € Ry, é valida.

2. Considere o espago estatistico onde X = R;, A é a classe dos borelianos de X" e

P ={P,:0 € 0}. Determine a classe de conjuntos P-nulos quando
(i) P é a classe de distribuigoes uniformes em (6,6 + 1) e © = Ry;
(ii) P é a classe de distribui¢oes uniformes em (60y,0s) e 6, < 6y, 01,605 € Ry.

3. Seja (X,.A, P) um espago de probabilidade e G o grupo de fungdes bijetoras men-

suraveis de X em X,
(i) Defina a medida de probabilidade gP sobre (X, .A) por

(gP)(A) =P(g7'(4) : geG AeA
e P=A{(¢gP) : geG}.
O grupo G pode ser considerado como espago paramétrico? Justifique.
(ii) Seja P um conjunto de medidas de probabilidade definidas sobre (X,.A) tal
que para cada Pe Pege G, gP € P.
Seja X™ = X x --- x X e A™ a g-dlgebra produto sobre X™. Para P € P

defina P™ sobre B™ como

PMW(A; x Ay x - x Ay =[[P(B:), BieB.

i=1

Além disso, se g € G, g opera sobre X™ por

g(z1, .. x) = (921, ..., gxs) , (x1,...,2,) € XM
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Se P = {PM/P ¢ P}, mostre que gP™ € P™ para cada P ¢ P,
g €G.

4. No espago estatistico (X,.A,P), seja M a classe dos conjuntos P-nulos de A e D

uma subdlgebra com completamento D.
(i) Seja N a o-dlgebra gerada por M. Mostre que N' = Ay, onde Ay é a o-4lgebra
trivial.

(i) [Seja f: X — Ry funcdo limitada, Borel-mensuravel. Diga, justificando, se as

seguintes afirmacoes sao validas.
a) Ep(f|D) = E,(f|D) q.c. P.
b) Ep(f|Ay) = E,(f) q.c. P.

5. Considere o espago estatistico (X, A, P) com P = {F, : 0 € ©}. Seja u uma medida

de probabilidade sobre o espaco mensuravel (O, F) e defina
Q(A) = [ Pu(A)du(6) . A€ A

(i) Mostre que @ é uma medida de probabilidade sobre (X, .A).

(ii) Prove que se P < A, onde A é uma medida de probabilidade sobre (X, .A),

entao () < \. O reciproco é verdadeiro? Justifique.

6. Sejam P e () duas medidas de probabilidade definidas sobre o espaco mensuravel
(X, A). Defina
|1P = Qlla = 2sup |P(A) — Q(A)|
AcA

(i) Se C é uma subdlgebra de A, mostre que ||P — Q||¢c < ||P — Q||4. Verifique se
1P = Qlle = [IP = Qlle-

(ii) Usando o fato que ||P — Q|4 = 2SUp0§g§1 | [¢dP — [ ¢dQ)|, prove que se C é
uma subdlgebra de A tal que para cada A € A

P(A|IC) = Q(A|C) q.c. Peq.c. Q

entao ||P — Qllc = [|P — Q|| 4.
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7. Uma urna contém N; bolas marcadas com o ntmero 1, Ny com o nimero 2 e
N3 com o numero 3. Embora Ny, N, e N3 sejam desconhecidos, o total de bolas,
N = N;+ Ny + N3, é conhecido. Suponha que uma amostra de tamanho n (n < N)
é selecionada, a) com reposi¢do e b) sem reposigao, e anota-se o valor do vetor
amostral (ny,ns), onde ny,ny e n3 sdo as freqiiéncias amostrais de bolas 1, 2, e 3,

respectivamente.

Descreva o espago estatistico induzido pelos vetores amostrais nos casos a) e b).
Esses espacos sao dominados? Se afirmativo, encontre derivadas de Radon-Nikodym

nos casos a) e b).

8. Sejam X e Y duas observagoes independentes de uma normal com média y € Ry e
desvio padrao o € Rf. Mostre que os espacos estatisticos induzidos por (S, D) =

(X +Y,X —Y) coincide com o produto dos espagos estatisticos induzidos por S e

D.

9. Um lote contém N itens e s defeitos no lote (cada item pode ter de zero até s
defeitos). Seja y; o nimero de defeitos no i-ésimo item 3 | y; = s. Suponha que

as possiveis configuragoes (yi, ..., yn) sdo igualmente provaveis.

a) Descreva o espago estatistico induzido pelos vetores amostrais (yi,...,yn)
quando i) os itens e os defeitos sdo distinguiveis, ii) os defeitos sao indis-

tinguiveis.

b) No caso i) em a), suponha que uma amostra de tamanho n (n < N) é sele-
cionada. Seja x o nimero de defeitos na amostra. Descreva o modelo estatistico
induzido por x. O que ocorre com este modelo se N — o0 e s — oo em tal

s n 2
forma que & =X e § +— 07

¢) No caso ii) em a), suponha que um item ¢é selecionado. Seja y o nimero de
defeitos neste item. Descreva o modelo estatistico induzido por y. O que ocorre

com este modelo se N + oo e s +— oo em tal forma que 5 = A?

d) Os espagos obtidos em a) - ¢) sdo dominados? Se afirmativo, encontre as

derivadas de Radon-Nikodym.
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CAPITULO 2

ESTATISTICAS E PARTICOES

Considere o modelo estatistico (X,.A, P) e considere uma fungao A-mensurédvel, Y, de

(X, A) em um outro espago mensuravel (), B). Isto é,
Ay =Y ' (B) ={y ' (B):BeB}C A.

Qualquer estatistica Y pode ser identificada com a subdlgebra Ay gerada por ela (prove,
novamente, que Ay é uma o-dlgebra). Correspondendo a cada medida P € P, definimos

uma medida @ em (Y, B) da seguinte forma,
Q(B)=P(Y Y(B)) VBeB.

Seja Q a familia de tais medidas induzidas pelos elementos de P; isto é, Q ¢é a familia
induzida por P, @ = {PY"! : P € P}. Assim, Y estd induzindo um novo modelo
estatistico (), B, Q) e na verdade, o modelo (X, Ay, P) é o verdadeiro indutor. A seguir,
discutiremos o sentido em que consideraremos os modelos (X, Ay, P) e (Y, B, Q) como
equivalentes para o estatistico.

Suponha por um momento que Y seja uma fungao sobrejetora; isto é, Y = Y (X).
Assim, deve existir uma correspondéncia um a um entre os elementos de Ay e B. Para

concordarmos com isto, necessitamos mostrar que Y 1(B;) # Y 1(By) se By # Bs, onde
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By, By, € B, isto equivale a mostrar que Y '(B;) = Y }(B,) implica em B; = Bs.
Lembremos que

Y Y BABy) =Y {B)AY 1 (By) =0 .

Assim, como Y é sobrejetora, entao By = Bs.
Para generalizar este resultado, apresentamos a proposicao seguinte que elimina a

suposicao de Y ser sobrejetora.

Proposicao 2.1
Seja Q a classe induzida por P através de Y. Assim, a relagaio A = Y 1(B), onde
A € Ay e B € B, estabelece uma correspondéncia um-a-um entre as o-algebras Ay e B,

a menos de uma Q-equivaléncia.

Demonstracao

Esta proposicao foi provada acima no caso de Y ser sobrejetora. Assim, vamos supor
aqui que Y (X) é um subconjunto préprio de ). Isto nao garante que a imagem de Y,
Y (X), é um conjunto B-mensuravel.

Sejam B; e B, dois conjuntos em B tal que Y™!1(B;) = Y 1(By). Assim, nao é
dificil ver que BiABy; C Y — Y(X) e que todo elemento dessa classe é Q-nulo, pois, se
NelYy-YX)] Y N)=0eVQ € Q Q(N) = P(Y(N)) = P(#) = 0. Assim,
B, = B,[Q)]. Assim, existe uma correspondéncia “Q-essencialmente um-a-um” entre Ay

e B. O

Seja agora g uma v.a. definida em (Y, B) e Y uma estatistica de (X, .A) em (), B).
Observe que VB; € By,

(goY) '(B1) =Y (g7 (B1)) € Ay

pois g71(By) € B. Isto é, se g € B e Y é uma estatistica definida em (X, A) com valores

em (), B), entdo go Y € Ay. Isto é esquematizado no seguinte diagrama.
Y

(X, A) — (V. B)

goY N\ lyg

(Ry, By)
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A préxima proposicao apresenta o inverso deste resultado.

Proposicao 2.2
Com as notagoes acima descritas, temos que se f € Ay é uma v.a. definida em (X, A),

entdo existe uma v.a. g definida em (), B) tal que f =goY.

Demonstracgao

Provaremos esse resultado apenas no caso particular onde f € Ay é uma funcao
simples; isto é, f = Y% a;l,, onde {A;, Ay,..., Ay} C Ay forma uma particio de X.
Como Y é uma estatistica, existem By, ..., Byem Btalque A; =YY B;), Vi =1,2,... k.
Defina uma funcao ¢ tal que

(){ai sey € B;B{Bs---Bf | Vi=1,2,...k
I =0 seye BBS--- B

onde By = 0.

Nao é dificil ver que Y 1(B;B¢---B¢ ) = A; e Y7YB§---Bf) = 0. Note que os
conjuntos B;B{--- Bf |, Vi =1,2,..., k, juntamente com B{BS - - - B}, forma uma particao
B-mensuravel de )). Assim, g € B é uma fungao simples tal que f = go Y. a

Exercicio 2.1

Complete a demonstragao da proposi¢ao acima, para quaisquer v.a.’s.

Exercicio 2.2

Se a v.a. f tem duas representagoes diferentes g oY e go oY, entdo g1 = g2[Q).

A proposicao abaixo relaciona as integrais das v.a.’s f e g descritas acima. Além de
considerarmos a estatistica Y e as v.a.’s f e g, vamos supor (em geral) que P é uma

medida o-finita em (X, .A).

Proposicao 2.3

Seja g uma v.a. integravel. Entao, para todo B € B,

Jy- sy 0V I@P() = [ o)QUdy)

onde, VB € B, Q(B) = P(Y~'(B)).
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Demonstracgao
Nos restringiremos ao caso onde g é uma funcao indicador de um conjunto By € B.

Assim,

|oweay) = [ Inweey) = [ o)
= BBO> P(Y '(BBo)) = P(Y"(B) N Y™ (By))

/Yl(B)([BO ° ¥)(@)P(de) = /yuB) Iy-1(po)(z)P(dz) = P(Y"H(B)NY " (By)) . D

Exercicio 2.3

Mostre que (Ig, o Y)(x) = Iy-1(p,)(z).

Exercicio 2.4

Complete a demonstragao acima para o caso onde g é uma v.a. integravel qualquer

definida em (Y, B).

Com as proposigoes 2.1, 2.2 e 2.3, podemos agora pensar em (X, Ay, P) e (), B, Q)
como sendo equivalentes ou indistinguiveis para todos os nossos propésitos. Assim, livre-
mente identificaremos a estatistica Y com a subalgebra Ay que ela gera.

Em muitos casos, é muito mais simples estabelecer resultados para subdlgebras do
que estabelecer os resultados correspondentes para as estatisticas. Assim, supondo que
em um problema os resultados em questao sao verdadeiros para ambos, estatisticas e
subdlgebras, os resultados para as subalgebras sao pelo menos tao tteis quanto os resul-
tados para as estatisticas. Dessa forma, nao necessitamos daqui para frente mencionar o
espaco (Y, B, Q) para o estudo de Y, pois teremos em mao os resultados andlogos para
(X, Ay, P).

Para praticarmos a linguagem de subalgebras, consideremos duas estatisticas Y e Y/,
com as correspondentes estruturas ()Y, B,Q) e (), B, Q’), respectivamente. Suponha

que exista uma estatistica, Z, definida em (), B’) tomando valores em (), B) tal que
Y(z)=Z(Y'(x)) Vo € X.

Exercicio 2.5

Verifique que Ay C Ay-.
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Quando Ay C Ay, escreveremos Y = Y’. No caso em que Ay = Ay, escreveremos
Y=Y

Exercicio 2.6

Verifique que “>" define uma ordem parcial entre estatisticas definidas em (X, .A) e
“=" define uma relacao de equivaléncia.

Assim, quando desejamos comparar duas estatisticas Y e Y’ é mais facil (conve-
niente) trabalharmos com os modelos (X, Ay, P) e (X, Ay, P) do que com os modelos
equivalentes (Y, B, Q) e (V', B, Q"). Da mesma forma, as defini¢oes e resultados validos
para subdlgebras podem ser traduzidos em resultados e defini¢oes correspondentes, para
qualquer estatistica Y. Necessita-se para isso apenas pensar-se em Ay

O estudo das particoes de X completa essa linguagem abstrata em que vamos nos

basear.

Definicao 2.1
Por uma partigdo de X queremos dizer uma classe I (possivelmente nao enumerével)
de subconjuntos 75 de X que sao mutuamente exclusivos e coletivamente exaustivos. Isto

é, seja A um conjunto de indices tal que
I={nms;0 € A}, msN7g =10
se 0 # ¢ e Usea ms = X. Em geral, ndo necessariamente, temos w5 € A, V§ € A.

Exercicio 2.7
Se Y é uma estatistica de (X,.A) em (Y, B), mostre que {Y~!({y});Vy € Y} forma

uma particao de X.

Definigcao 2.2
Para cada partigao II, definimos A(II) como sendo a classe dos conjuntos .A-mensurd-

veis que podem ser escritos como unioes de elementos de II.

Exercicio 2.8

Prove que A(II) é uma o-algebra.

Esta subalgebra A(II) é conhecida como a subdlgebra induzida por II. O exemplo
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abaixo mostra que nem toda subalgebra é induzida por alguma particao.

Exemplo 2.1
Sejam X = Ry, A=DB; e

D ={D € By; D ou D sao enumeraveis} .

E claro que D contém {x}, Vo € Ry. Assim, toda partigao IT que induz D deve conter

todos os conjuntos unitdrios de R;. Assim, A(Il) = B, = A.

Exercicio 2.9
Prove que toda subélgebra de A induz uma partigdo de X'. (Sugestao: Defina 7, como

sendo a interseccao de todos os elementos da subélgebra que contém z.)
Uma parti¢ao IT induzida por uma subélgebra D serd representada por I1(D).
Exercicio 2.10
i) Dé um exemplo para mostrar que nem toda parti¢ao ¢ induzida por uma subélgebra.
ii) Mostre que duas subélgebras diferentes podem induzir a mesma particdo e vice-

versa.

Definicao 2.3
Se todo elemento de IT é uma unido de elementos de II’, uma outra particao, entao

diremos que I’ (IT) é mais fina (mais grossa) que II (IT"). Neste caso escrevemos IT < IT'.

Exercicio 2.11

Prove que:
l) Se Dl C DQ, entao H(Dl) < H(DQ)

ii) Se II; < Ily, entao A(I1;) C A(Ily).

Proposicao 2.4

Seja II uma particao e D uma subdlgebra.
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(i) Se IT é A-mensuravel (isto é, I C A), entao IT = TI(A(IT)).

(ii) D esta contido em A(TI(D)).

Demonstracao

(i) Observe que Vr € II é um atomo de A(II). Contudo, qualquer elemento 7, de
IT(A(IT)) é a intersecgao de todos os elementos de A(IT) que contém z. Assim, 7 s6

poderd ser um elemento de II(A(II)).

(ii) Escolha D € D e verifique que V7 € II(D) satisfaz 7 N D = (). Assim, D s6 podera
ser uma uniao de elementos de II(D); isto é, D € A[II(D)]. 0

Exercicio 2.12

Mostre que VD € DeVr € II(D) =rmND=0ounND =m.

Proposicao 2.5
Uma subdlgebra D = A(II) para alguma partigao II se e somente se D é fechada para

unioes de seus elementos.

Demonstragao

= Segue da definigao de A(II).

< Notemos que D = A[II(D)]. Pela hipétese, Vr € II(D) C D, pois D é fechada
também por intersecgoes. Seja D € A[II(D)], entao D é uma uniao de elementos de I1(D)

e entao pertence a D; isto é, A[II(D)] C D. O resultado segue da proposigao anterior. O

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Uma funcao arbitraria f, em X pode ser definida, genericamente, como uma trans-
formagao mensuravel entre dois espagos de medida (X,A) e (V,B), onde Y é o
contradominio de f e B é a o-dlgebra B={B C ) : f~'(B) € A}. Neste sentido, a
subdlgebra induzida por f é Ay = f~1(B). Prove que nenhuma subélgebra prépria
de A, contendo todos os conjuntos unitarios de X', pode ser induzida por uma funcao

no sentido acima.
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. Sendo D uma subalgebra de A, defina em X a seguinte relacao bindria: z,y € X,

x~y< Ip(x) =Ip(y), para cada D € D, onde Ip ¢ a fungdo indicador de D.

a) Mostre que ~ é uma relacdo de equivaléncia e demonstre que o conjunto das

classes de equivaléncia define a particao induzida por D.

b) Prove que, se D é separavel, entao cada classe de equivaléncia é um atomo.

. Considere o modelo estatistico (X,.A, P) com A a o-dlgebra das partes. Seja II uma

particao de X.

a) Mostre que cada parte 7 dell é um atomo de A(II).

b) Seja F : (X, A) — (IR,B) tal que F é A(Il)-mensurdvel. Mostre que F é

constante sobre cada parte 7 de II.

. Considere o espago de probabilidade (X, A, P) e B uma subdlgebra de A. Se B é
um atomo de B, entao f* = E{f|B} € B é constante em B. Ilustre este resultado
mostrando o seguinte fato: sejam X, X, ..., X, variaveis aleatorias independentes
e normais padrao (média 0 e variancia 1). Seja X a soma de quadrados e Y a soma
simples dessas varidveis. Mostre que X* = E{X|Y'} = F{X|Ay} é constante nos

4tomos de Ay-.

. Considere o espago mensuravel (X, A). Seja C uma subélgebra de A e IT = I1(C)
a particao induzida por 7. Sejam 7 e my duas partes diferentes de II. Mostre que

existe C € Ctal que m; C C e myNC = 0.

. Sejam C e D duas subélgebras de A e Iy = II(C), Il = II(D) com II; C Cell, C D.
Seja Iy A Tl a particao mais fina que é mais grossa que ambas II; e Il;. Verifique

que uma particdo assim definida sempre existe. Mostre que I1; A Il = II(C N D).

. Seja F uma estatistica de (X, A) em (¥,B) e Il = {F~!(y) : y € Y}. Observe que
IT é uma particdo de X (Exercicio 2.7). Estude condicoes sob as quais A(Il) = Ap.
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CAPITULO 3

A SUFICIENCIA DE FISHER E SUAS
DERIVACOES

Para introduzirmos a nocao de suficiéncia de Fisher (denotada por F-suficiéncia ou
simplesmente por suficiéncia) faremos uma breve discussao do seu significado.

Seja 6 € © o “parametro” que indexa a distribuigao, Py (6 € ©), de um elemento
aleatério observavel X (que toma valores x € X'). Considere F' = F(X) uma estatistica
definida em (X, A, P). Segundo Fisher [(1922): On the mathematical foundations of theo-
retical statistics - Ph. Trans. of R.S. - A222, 309-368], a estatistica I’ é dita ser suficiente
para X com respeito a 6 se a distribuicao condicional de X dado F' é essencialmente a
mesma para todo # € ©. A intuicao contida nesta definicao é descrita nas afirmagcoes

abaixo:

1. Tao logo o valor F(x) de F' é observado, qualquer tentativa, de obter-se detalhes
adicionais da “amostra” z (€ X'), corresponderia a observarmos o valor, z, de um
elemento aleatorio, Z, cuja distribuicao nao é relacionada com 6, o “parametro

desconhecido” (isto é, a distribui¢do de Z seria totalmente conhecida).

2. Equivalentemente, apds observarmos F'(x), com um exercicio de “pés-aleatorizagao”,

observarfamos o valor z de um elemento aleatério Z (cuja distribui¢ao, apés obser-
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varmos F'(z), é completamente especificada) e obteriamos o valor (F(z), z) de (F, Z)
que seria equivalente a observarmos X (intuitivamente, (F, Z) teria a mesma dis-

tribuicao de X).

3. Ao observarmos o Z descrito acima, nao estarfamos gerando nenhuma “informacao
adicional” sobre 6. Esta é a razao pela qual os franceses usam a palavra “exaustiva”

no lugar de “suficiente”.

Assim, Fisher caracterizou a estatistica suficiente como aquela que concentra toda a

informagao, contida em z, sobre 6.

Exemplo 3.1

Consideremos aqui o caso de n provas independentes de Bernoulli, cujo parametro é
p € (0,1). Assim, X = (X1, Xs,...,X,,) onde X; toma valores em {0,1}. Seja F(X) =
>, X; tomando valores em {0,1,...,n}. Note que F' é suficiente para X com respeito
a p pois, conhecido F' podemos gerarl valores de Z = (Zy,...,2Z,), (z = (z1,...,2n),
(5)
F, (Z|F),é 1 que independe do valor de p e a distribuicao de (F, Z) ou simplesmente

()

Z é amesma de X. Assim, os dois processos: 1 - observar X e 2 - observar F' e produzir Z,

z; € {0,1}) através da distribuigao Isto é, a distribuigao condicional de Z dado

estao gerando resultados provenientes da mesma distribuicao, {p*(1 — p)"¥;p € (0,1)}.

O

Nos termos abstratos com que estamos tratando o modelo estatistico (X, A, P), F sera
vista como uma subalgebra Ar de A. Vamos denotar por L a classe de todas as variaveis
aleatérias essencialmente limitadas. Isto é, se f é um elemento de L, entao f € A (é
A-mensuravel) e existe a € Ry tal que VP € P, P{x € X;|f(x)] > a} = 0. Se D é
uma subdlgebra de A, escreveremos £(D) para denotar a classe das fungdes em £ que sao
essencialmente D-mensuraveis [f € L(D) = f € D).

Recordemos aqui o conceito de esperanca condicional de f € £ dado uma subélgebra
D. Fixada uma medida P € P, a esperanca condicional de f dado D (com respeito
a P), E,{f|D}, é uma varidvel aleatéria f*" € L(D) tal que, Vg € L(D), Ep{fg} =
Ep{(f*)g}. Aqui, Ep{-} é a média calculada com a medida P.

23



Exercicio 3.1

Mostre que o operador *P é uma projegao de £ em L(D).

Exercicio 3.2
Mostre que no lugar de g € £(D) poderiamos, de forma equivalente, nos restringir as

funcoes indicadores, Ip, de elementos de D.
Introduziremos agora a nocao de suficiéncia para subdlgebras.

Definicao 3.1
Uma subélgebra D de A é dita ser “suficiente” com respeito ao modelo (X, A, P) se,

para cada f € L, existir f* € £(D) tal que,
fr =P YPeP.

Note que f* é uma versao da esperanca condicional que é comum para todo P € P. Por

isto, f* é chamada de esperanca condicional-universal.

Exercicio 3.3

Mostre que obteriamos uma definicao equivalente se, no lugar de f € £, considerassemos:
(i) f=1I4[P], VA€ AeVPeP.
(i) feAe f e Ly, onde L, é a classe de todas as varidveis aleatérias integraveis para

PeP.

Exercicio 3.4
Mostre que todas as propriedades da esperanca condicional sao mantidas para a es-

peranca condicional-universal.

Sugerimos como leitura, para o estudo tedrico da esperanca condicional, os seguintes

artigos, na ordem:

1. Moy, S.T.C. (1954). Characterization of conditional expectation as a transformation

on function spaces. Pacific J. Math., 4, 47-63.
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2. Bahadur, R.R. (1955). Measurable subspaces and subalgebras. Proc. Amer. Math.
Soc., 6, 565-70.

A seguinte proposicao apresenta algumas conseqiiéncias imediatas da definicao de

subalgebra suficiente.

Proposicao 3.1
Sejam f € L e h € L duas variaveis aleatorias e seja D uma subalgebra suficiente,

entao:

(i) f* é essencialmente tnica. Isto é, se existe g € L(D) tal que g = f*F[P] VP € P,
entao f* = g[P].

(ii) Se f = h[P] = f* = h*[P].

(iii) f* = f[P]l < f € L(D)

(iv) Dy = D[P] = D, é suficiente.

(v) D é suficiente.

(vi) A é suficiente.

(vii) Ag = {¢, X'} é suficiente < P possui apenas um elemento.
Exercicio 3.5

Demonstre a Proposicao 3.1.

A definicao abaixo é conseqiiéncia de toda a discussao apresentada no capitulo anterior.
Isto é, uma estatistica F' é dita ser suficiente com respeito ao modelo (X, A,P) se a

subalgebra Ap, gerada por F, é suficiente.

Definicao 3.2
Uma estatistica F' de (X,.A) em (), B) é suficiente para (X,.A) com respeito a P se,
para cada h € L, existe f € L(B) tal que, VB € Be P € P,

[y @) = [ F)PF ()
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A equivaléncia entre as definigoes 3.1 e 3.2 é facilmente entendida com os resultados

do Capitulo 2.

Teorema 3.1
Sejam Dy e D; duas subdlgebras de A tal que Dy C D; [P]. Se Dy é suficiente com
respeito a (X, Dy, P) e Dy é suficiente com respeito a (X, A, P), entao Dy é suficiente com

respeito a (X, A, P).

Demonstragao

Seja f € L. A suficiéncia de Dy implica que df; € D; tal que
fi=Ep{fID:1} [P] VP E€P .

Como Dy ¢é suficiente com respeito a (X, Dy, P), Ifo € Dy tal que fo = E{f1|Do} [P]
VP € P. Assim, VP € P,

Ep{f|Do} = E{E{f|D1}|Do} [P]
= E{f1|D0} [P]
= fo[P]

Isto é, fy é uma versao universal da esperanca condicional E,{f|Dy} VP € P. a

Em geral, uma estrutura estatistica (X’,.4,P) ndo necessariamente possui uma sub-
dlgebra prépria, D, (isto é, D g A) que seja suficiente. Por outro lado, existem casos
onde o modelo possui diversas subélgebras (ou estatisticas) suficientes que sao essencial-
mente diferentes. Como a idéia de suficiéncia é reduzir os “dados” ao maximo sem perder
informagao sobre o verdadeiro parametro (desconhecido), Py, é natural investigarmos se
existe realmente uma reducao extrema. Isto estd ligado aos conceitos de suficiéncia mini-
mal e minima que discutiremos apds a proxima proposicao, que por sua vez esta altamente
ligada a idéia de “emagrecimento” da subalgebra suficiente. O exercicio abaixo tem por

objetivo fazer com que o aluno recorde o teorema “smooth” de esperancas condicionais.

Exercicio 3.6
Demonstre a igualdade Ep{f|Do} = Ep{fi|Do} [P] usada na demonstra¢do do Teo-

rema 3.1.
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Daqui para a frente usaremos a notagao Dy suf (D;;P) para indicar que a subalgebra
Dy (de A) é suficiente com respeito a (X', Dy, P), onde D; também é uma subélgebra de
A. Note que nao incluimos X na notagao, pois este estd implicito, e que nao exigimos
nenhuma relacao de inclusao entre Dy e Dy, pois isto se torna desnecessario, como mostra

o resultado abaixo.

Proposicao 3.2
Sejam duas subalgebras de A, Dy e D;. As duas afirmagoes abaixo sao equivalentes.
(a) Do suf (Dy; P),
(b) Dg suf (Dy V D1; P).

Demonstragao

< Note que Vf € L(D;y) = f € L(Dy V Dy), entdo (b) = (a) trivialmente.

= Considere a classe D = {D € A;3I}, € Dy}, onde I}, é a esperanga condicional
universal de Ip dado Dy. Nao é dificil verificar que ID é um sistema de Dynkin (isto é, ID
é monotonica e fechada por diferencas préprias).

Como Dy suf (Dy,P), VD € Dy, 3 uma funcao I}, € L(Dy) tal que
I}, = Ep{Ip|Dy} [P] VP €P.
Note agora que VD' € Dy e D € Dy, temos que VP € P,
Ep{lpp|Do} = Ep{IpIp|Do} = Ip Ep{Ip|Do} [P] = Ip/ I}, [P] ,
onde Ip I}, é independente da escolha de P. Assim, temos que
{D'D:D €Dy, DeD}CD,

onde {D'D : D" € Dy, D € D;} é uma classe fechada por intersec¢oes. Pelo Teorema de

Dynkin,

DoVDy=0{D'D:D' €Dy,DeD}CD.
Isto mostra que Dy suf {Dy V Dy; P}. O
Observacao

E importante que o leitor consiga interpretar a Proposicao 3.2 da seguinte forma:
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Se uma estatistica Y é suficiente para uma outra estatistica Y;, com respeito a familia
P, entao, na verdade, Y, ¢ suficiente para (Y7, F(Yp)), onde F(Y) é qualquer gerador de

uma subdlgebra de Ay, (isto é, F(Yy) é uma funcao de Yp).

Exercicio 3.7

Verifique que a classe ID é um sistema de Dynkin e recorde o Teorema de Dynkin.

Concluiremos este capitulo com alguns conceitos de suficiéncia que sao importantes

na pratica quando estamos procurando redugoes dos dados.

Definicao 3.3 Uma subdlgebra D, (de A) é dita ser suficiente minimal com respeito
a (X, A,P) se Dy suf (4;P) e para toda subdlgebra D de Dy (D C Dy [P]) tal que
D suf (A; P) implicar D = D,.

Definicao 3.4
Uma subdlgebra Dy (de A) ¢ dita ser suficiente minima com respeito a (X, A, P) se,

para qualquer subélgebra D (de A) tal que D suf (A, P), tivermos Dy C D.

Observacao

Uma estatistica Y| ¢é dita ser suficiente minimal se nao existir nenhuma funcao prépria
de Y, que seja suficiente.

Uma estatistica Y; é dita ser suficiente minima se for funcao de toda estatistica sufi-
ciente.

A suficiéncia minima nem sempre existe. Contudo, quando existe, suficiéncia minimal
implica suficiéncia minima. Isto é, toda estatistica suficiente minimal é equivalente a
suficiente minima, quando esta existe.

Estes conceitos serao discutidos nos capitulos seguintes quando teremos casos partic-

ulares de familias P.
A definicao abaixo é andloga a suficiéncia em termos de estatisticas.

Definicao 3.5
Uma partigao IT de X' é dita ser suficiente com respeito a (X, A, P) se a o-algebra

A(IT) induzida por IT é uma subélgebra suficiente com respeito a (X, A, P). Fica implicito
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que II C A.

Um outro conceito de extrema importancia para simplificar algumas demonstracoes

futuras é o de suficiéncia por par.

Definigcao 3.6
Uma subélgebra D (de A) é dita ser suficiente por par, com respeito a (X, A, P), se,
para qualquer subclasse de dois elementos { P, P,} C P, tivermos D suf (A; { Py, P»})

E evidente que suficiéncia implica em suficiéncia por par. Contudo, o préoximo exemplo

mostra que nao necessariamente a reciproca é verdadeira.

Exemplo 3.1
Consideremos novamente o Exemplo 1.2 e lembremos que D (como definido na ocasiao)
é suficiente por par, pois

D= .A [{Phpz}] .

Verifiquemos agora que D nao é suficiente. Na verdade, nao existe subélgebra propria de A
que seja suficiente. Isto é, se Dy suf (A; P) = Dy = A ou ainda A é essencialmente a tinica
subalgebra suficiente com respeito a (X, A, P). Para concluirmos este fato, suporemos
por absurdo que 3D, - A [P] tal que Dy suf (A, P). Escolha um conjunto A € A — D,
e defina P, como sendo uma probabilidade degenerada em z € X. Como Dy suf (A;P)
dh € L(Dy) tal que

Lu(z) = /X La(a!) Py(da') = /X h(z')Py(d') = h(z) .

Como = é arbitrario, h = I4. Assim, desde que h € Dy = A € Dy o que é uma
contradicao, pois A € A — D,. O

Exercicio 3.8
Mostre que no Exemplo 3.1, acima, poderiamos eliminar todas as palavras “essencial-

mente” e todos os completamentos de subdlgebras, sem modificar em nada o seu contetido.

Os dois exemplos que apresentamos a seguir sao bastante famosos e mostram que:

(1) nem sempre existe uma estatistica suficiente minima - isto é devido a Pitcher (1957);
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(2) uma subdlgebra D que nao é suficiente com respeito a (X, A, P) pode conter uma

subdlgebra Dy tal que Dy suf (A, P) - isto é devido a Burkholder (1961).

As referéncias corretas sao

PITCHER, T.S. (1957). Sets of measures not admitting necessary and sufficientcy statis-
tics or subsfiels. Ann. Math. Stat. 28, 267-268.

BURKHOLDER, D.L. (1961). Sufficiency in the undominated case. Ann. Math. Stat.
32, 1191-1200.

Em ambos os exemplos temos X = Ry e A = B;. Além disso, um conjunto nao

boreliano E # () é escolhido de tal maneira que 0 ¢ E e E = —F = {z; —x € E}.

Exemplo 3.2 (Pitcher)
Seja P ={P : 6 € Ry} definido como:

1
Pg{—@} = Pg{@} = 5 se ek

Pp{0} =1 se 0 E .

Assim, Ay = Ay = {0, Ry} (isto é, @ é o tinico conjunto P-nulo).

O nosso objetivo é mostrar que nao existe uma subalgebra suficiente minima.

Suponha por absurdo que D é uma subalgebra suficiente minima. Para cada e € F,
defina

D.={D € By;{—e,e}ND ={—e,e} ou {e,—e}nND=0}

Assim:

()VDeD,,ec D= —ee D,

(2) Vf €D, & fle) = f(—¢)

Provaremos agora que D, é suf (A, P).

Para qualquer que seja f € L, defina

oo [ fl) sex € {—e, e}°
felx) = f(—x)2+f(ﬂc) se x € {—e, e}
Assim, f¥ € L(D.), pois ff(—e) = fZ(e). Nao é dificil provar que

e

(1) /DfdP(;:/Df;"dPg VDeD, e VP eP.
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Isto é, fI é a esperanca condicional universal dado a subalgebra D.. Entao, como D ¢é
suficiente minima, Ve € E, D C D.. Seja f* a versao universal de Ep(f|D) V8 € R;.
Entao f* € L(D.) Ve € E;isto é, f*(—e) = f*(e) Ve € E.

Para 0 & I, note que f(6) = J f(z)Pa(dz) = [ f*(z)Po(da) = £*(0).

Para 6 € E, temos que

FENEIO) _ [ ) Pyd) = | @Pda)

2 X

2

Assim, concluimos que, necessariamente,

{f(x) sex & B

f(=x)+f(=x)
——5—= ser€ FE

f(x) =

Note que D C B; implica que D é constituida de conjuntos borelianos. Para concluirmos
o absurdo, verifiquemos que f*(x) pode nao ser Borel-mensuravel; isto é, f* nao neces-
sariamente é um elemento de £. Tome a funcao f = I(_ ) (fungao indicador do conjunto

{z € Ry;x < 0} que é um boreliano) e note que

e}

se x € [0,00) N E°

ff(x) =41 sex € (—o0,0)NE"
% sex el .
Se f*eDcC B = f*_l(%) = E € By que é uma contradicao, pois £ nao é boreliano por

hipotese. a

Exercicio 3.9
Demonstre a igualdade (1) do exemplo acima e demonstre todas as afirmagoes que

tiver duvida.

Exemplo 3.3 (Burkholder)
Seja P ={Py:0 € R}, onde Pp{—0} = Py{0} = 5 V6 # 0 e P,{0} = 1. Novamente,
Ao = Zo = {@,Rl}

Considere agora a subalgebra gerada pelos borelianos simétricos; isto é,
Dy={D e By;D=-D}.

Usando a mesma técnica do exemplo anterior, provariamos que Dy suf (A, P).
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Considere agora a partigao (de Ry)
II={{z} {e,—e}; V€ E° e Vec E}.

Note que Dy € D = A(Il) = {D € B;;DNE = —D N E} e provemos que embora
Dy suf (A,P) e Dy C D C A, D nao é suf (A, P).
Por contradigao, vamos supor que D suf (A, P). Entao, Vf € £, f* € L(D) tal que

/Df(ﬂf)Pe(dﬂi)z/Df*(x)Pg(dx) VDeD e VOeER,.

Assim, V0 € E°, temos {0} € D e entao

1 1
S0 = [ F@)Rdn) = [ @)Pdn) = 57°(6)
Por outro lado, se 6 € E, entao {—0,0} € D e entao:

f(—e);f@ - /{079}f(x)Pg(dI)= /{ PRI

_ SENLO g

A igualdade W = f*(0) é conseqiiéncia do fato de que V8 € E, {—0,0} é um
atomo de D. Assim, Vg € L(D) = ¢(0) = g(—0) V0 € E.
Assim, temos que a versao universal da esperanga condicional de f(€ L) dado D é
f(x) sex ¢ FE

[f(z) = { f(=2)+f(x)
I E— se r € E

Se novamente tomamos f = I(_ ), temos;
1 sex e (—o0)NE°
Il o oy() = (1) se x € [0,00) N E°
5 ser €k .
Assim, como D C By e f* € L(D) teriamos f*fl(%) = F C B; o que é uma contradigao.
O

Exercicio 3.10
Prove que Dy definida no Exemplo 3.3 é suf (A, P). Demonstre todas as afirmagoes

que tiver duvidas.
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Observacoes

1.

O Exemplo 3.2 mostra que embora existam diversas estatisticas suficientes minimal,
nao sao necessariamente idénticas e nesse caso nao existe uma estatistica suficiente

minima.

O Exemplo 3.3 mostra que podem existir duas subalgebras suficientes Dy e Dy
onde Dy C D, porém, nao necessariamente, uma terceira subélgebra D;, onde

Dy C Dy C D, é suficiente.

Os exemplos discutidos acima, embora matematicamente corretos, sao bastante su-
perficiais. Quando trabalhamos com medidas discretas é intuitivo que devemos

trabalhar com A = o-édlgebra de todas as partes de X e nao com os borelianos.

Tentaremos nos préximos capitulos nos basear em modelos mais realisticos, onde nao

possam acontecer inconveniéncias como estas.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1.

2.

Prove que as Definigoes 3.1 e 3.2 sao equivalentes.

Considerando o Exercicio 3.3 e a Defini¢ao 3.1, mostre que (3.1) é equivalente a:

Definigao: A estatistica T' é dita suficiente para o modelo (X, A, P) se a dis-

tribuicao condicional de X dado T' =t é constante em relagao a 6 para todo t.
Sejam X1, Xs, ..., X, v.a.iid ~ U(0,0), onde § > 0.

(i) Descreva o modelo estatistico induzido por Xy, Xo, ..., X,,.

(ii) Verifique se a estatistica .1 ; X; é suficiente para o modelo.
Sejam X1, Xo, ..., X, Xpy1, ..., Xy v.aiid indexadas pelo parametro 6.

(i) Suponha que S e T sao estatisticas suficientes para os modelos induzidos por
X1,y Xne Xoga, ..., Xy (N > n), respectivamente. Mostre que R = (S,T)

é uma estatistica suficiente para o modelo induzido por X, ..., Xy.
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(ii) Em (i) suponha que S e T' sdo suficientes minimas para os respectivos modelos.
Prove ou desprove: “A estatistica suficiente minima para o modelo induzido
por Xi,..., Xy € a estatistica suficiente minima para o modelo induzido por

(S, 7).

(iii) Tlustre os resultados acima para a familia { N (u,0?) : u € IR, 0% > 0}.

. Considere E[X|X1, Xs,...] = E[X|o(X1, Xs,...)], onde o(X;, Xs,...) é a sub-o-
algebra gerada por (Xi, Xs,...). Queremos provar rigorosamente o seguinte resul-
tado: “Sejam X, Xo, ... v.ai.id tais que F|X;| <0 e S, = X; +---+ X,. Entao
E(X1|Sn, Snyt,...) = o7

(i) Sejam X,Y e Z v.a. tais que E|Y| < co. Mostre que se (X, Y') é independente
de Z, entdo E[Y|X] = E[Y|X, Z].
(ii) Mostre que E(Xy|S,) = 22 k=1,...,n.
(iii) Mostre que o(Sp, Spi1,---) = 0(Sn, Xna1, Xnaoy - -)-

(iv) Complete a prova da afirmacao utilizando os itens anteriores.

. Considere o modelo estatistico (R™,B,P). Seja m uma permutagdo sobre
{1,2,...,N}. Para B € B, defina 7B = {(2zq),...,%rm)) : (¥1,...,2,) € B}.
Defina (7P)(B) = P(nB) para B € B. Seja P = {P : 7P = P para® € S(n)},
onde S(n) é o grupo de permutagoes de {1,2,..., N}.

Mostre que T : (R™, B) ~ (IR", B) definida por T(x1,...,z,) = (M, ... 2™),
onde zM < 2@ < ... <

™ sdo as estatisticas de ordem, é uma estatistica sufi-

clente.

. Seja B um evento tal que P(B) > 0. Defina uma medida Q(A) = P(AB)/P(B),
VA € A. Sendo D uma subdlgebra, mostre que

Q(AD) = P(AB|D)/P(B|D) .

Se f é uma varidvel aleatéria definida em (X, A, Q), defina E[f|D] em termos da

medida P.
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8. Sejam D¢, Dy e D3 subdalgebras de A e defina Dy como a menor subalgebra con-
tendo Dg e Dy, K < L e L =1,2,3. Represente um evento genérico de Dg por

Dy . Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:
(a) P(Ds|D12) = P(Ds|D2)

(b) P(D1D3|D3) = P(D1|D2)P(D3|D2)

(¢) P(D1[D2s) = P(D1|Ds)

9. Mostre que, se C C BC Ae f € Lo(X, A, P), entao
El(f =) = El(f - )%,

onde x =* C e + =* B. Dé uma interpretacao estatistica desse resultado.
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CAPITULO 4

SUFICIENCIA DE FISHER NO CASO
DOMINADO

4.1 INTRODUCAO

Iniciamos este capitulo com os conceitos basicos de dominancia, os quais serao utiliza-
dos ao longo destas notas.

Vamos considerar por um momento duas familias, P; e Ps, de medidas de probabili-
dade em (X, A) e uma medida o-finita, A, em (X, A). Defina as seguintes o-algebras:

Apn={A€eA:P(A)=0 ou P(A)=1 VPeP}

Ap={Ac A:P(A)=0 ou P(A)=1 VPcP)}

A =c{Aec A:\A) =0}

Definicao 4.1
(i) Dizemos que P; é dominada por Py (e escrevemos P; < Ps) se Ags C Ag;.
(ii) Dizemos que P; € equivalente a Py (e escrevemos Py = Ps) se Py < Pa e Py < Py

(iii) A familia P; é dita ser, simplesmente, dominada, se existir uma medida o-finita, A,
tal que j(/)\ C Api. Neste caso escreveremos P; < A (analogamente, definiriamos

Pl = A)
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(iv) Dizemos que P; é dominada internamente se existir Py € P; tal que P; < F.

Exercicio 4.1
Seja Y uma estatistica definida em (X,.A) com contra-dominio em (Y, B). Considere

duas medidas o-finitas; \; e Ay, em (X, A). Prove que se \; < Ay, entao

MYt Yyt

Neste capitulo consideraremos apenas as familias P que sao dominadas. Para sim-
plificar a notacao e nao abandonar a intuicao, vamos supor que existe um conjunto de
indices, © (espago paramétrico), tal que P = {F, : 0 € O}.

Muitos modelos estatisticos, usados na pratica, satisfazem a condicao de dominancia.
Por exemplo, a familia das distribuigbes normais em (R, B1) é dominada pela medida de
Lebesgue. Neste caso particular, nao é dificil ver que a familia é dominada internamente,
o que nao acontece com a familia das distribuigoes uniformes em (0,6), 6 € R{. Na
verdade, a familia das normais é equivalente a medida de Lebesgue. Por outro lado, a
familia das uniformes em (0,6), § € R, é equivalente a medida de Lebesgue restrita a
IR}. [R{ representa o conjunto dos niimeros reais nao negativos.|

Com a suposicao de dominancia, os objetivos deste capitulo sao:
1. Estabelecer o famoso teorema da Fatoracao de Halmos e Savage (1949);

2. Mostrar que sempre existe uma subalgebra suficiente minima. FEspecificamente,

provar que esta subalgebra é gerada pela funcao de verossimilhanca;
3. Demonstrar que os conceitos de suficiéncia e suficiéncia por par sao equivalentes.

Os exercicios que apresentamos a seguir tém o objetivo de obrigar o leitor a rever

alguns conceitos que serao utilizados ao longo destas notas.

Exercicio 4.2
Sejam i, pg € o trés medidas em (X', A). A notagdo py L ps indica que py e py sao
mutuamente ortogonais (isto é, u; L us < 3JA € A tal que py(A) = 0 e ua(A°) = 0).

Prove que:
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(1) pn L opg e o L po = py + o L pio.
(i) g < po e po L po = pa L puo.
(ill) << po € p1 L po = g = 0.
(iv) Se p; é uma medida de probabilidade, entao
< po & lim A)=0.
1 < flo HO(AH)/M( )

Exercicio 4.3

Mostre que o item (iv) do Exercicio 4.2 pode falhar se p; for apenas o-finita.

Exercicio 4.4
Seja f uma variavel aleatéria definida em (X, .A) e considere uma medida x4 em A.

Defina uma outra medida A em A da seguinte forma:
/\(A):/A|f|du, VAeA.

Mostre que se g é uma outra varidvel aleatéria definida em (X, .A), entao, VA € A,

/AgdAznglfldu,

no sentido de que se uma integral existe a outra também existe e sao iguais. Intuitiva-
mente, % = |f| e assim dX\ = |f|dpu.

Iniciaremos as discussoes com o caso mais simples onde a familia P, de probabilidades
em (X, .A), é dominada internamente. Isto é, 30y € © tal que P = {Py : 0 € O} < B,.

Para cada 6 € ©, denotaremos por ¢y a derivada de Radon-Nikodym (R-N) de Py com

dPy

Py,

respeito a Fy,. Isto é, gy é uma versao de

Teorema 4.1
Suponha que P seja dominada internamente. Assim, uma subdlgebra D de A é tal

que D suf (A, P) se, e somente se, V0 € O, gy é essencialmente D-mensuravel.

Demonstragao
(i) D suf (A, P) = VA € A, 3h € D tal que

(4.1) Py(AN D) :/thpg
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VD eDefeO. Como qy=dPy/dPy,, VD € D e 0 € O, temos

(4.2) Py(AN D) = / [4dP, = / L1qo dPy,
D D

e por outro lado

/ hdPy — / hao APy, = / Ep, (14/D)gs dP,
D D D

= /XEOO([A|D)ID(]9dP00 :/XEGU([A[D|D)qedP00'

Com a propriedade de auto-adjuncao da esperanca condicional podemos escrever a

ultima expressao como
(4.3) /D hdPy = /D [.E{qs|D} dPy, .

De (4.2), (4.2) e (4.3), segue que para cada A € A temos
(4.4) /D Lago dPy, = /D IEp, {a5/D} dPy, ,
para todo D € D e todo # € ©. Fazendo D = X', temos que

/Aqg APy, = /AEPQO{QMD} dFy, ,
para todo A € A. Assim,
G0 = Ep, (q0|D) [Py,] paratodo € © .
Como Py, > P, podemos escrever
9 = Ep, (9|D) [P] V0 €O.

Isto é, gy é P-essencialmente D-mensuravel.

(ii) Para provar a parte suficiente, consideremos que gy seja P-essencialmente D-mensu-
ravel. Assim, go = ¢; [P], onde * indica esperanga condicional universal. Em particular,

g9 = E{q|D} [Py,]. Assim, fazendo o caminho inverso temos, V0 € © e D € D,
[ Lagdry, = [ Lggdpy, = [ Tiadp,
D D D

- /hqedpgoz/ hdP,
D D
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Corolario 4.1
Suponha que P seja autodominada. Seja Dy = o{qp : 0 € O} a menor subédlgebra
que faz gy (definidas anteriormente) mensuravel, V6 € ©. Entao uma subélgebra D é

suficiente se e s6 se Dy C D [P]. Isto é,

Dsuf (A,P)< Dy CD.

Prova: Evidentemente Dy C D [P] se e s6 se todo gy ¢ P-essencialmente D-mensuravel
e assim a necessidade esta provada pelo Teorema 4.1.

Notemos que Dy ¢é suficiente pelo Teorema 4.1. Assim, Dy é suficiente minima.

Consideremos a seguir dois exemplos para um melhor entendimento dos resultados

acima.

Exemplo 4.1
Sejam x1,...,x, variaveis aleatérias formando um amostra aleatéria simples de uma

normal com média # desconhecida e variancia igual a unidade. Isto é,
r;~N(01), —oo<b<oo, i=12,...,n.

Se IR, é o espago euclideano n-dimensional, B,, é a o-dlgebra de Borel de subconjuntos de
R,eP ={F:—0c0 <0 < oo} éuma familia de medidas de probabilidade correspondente
a (r1,...,7,). Note que P < A, onde A é a medida de Lebesgue n-dimensional [ver
Exercicio 4.5].

Mostraremos agora que T = x1 + x3 + - - - + x, é uma estatistica suficiente. Fixemos
0y € ©, onde © = {0 : 0 € (—o0,00)}. Notemos que para todo 0 € ©

qy = jﬁ:o = exp{n(f — b)) = 2(92 —03)}

[veja Exercicio 4.5].

Como ¢y é uma funcao um-a-um de T, segue que A, é a menor o-algebra que torna
as fungbes gy mensurdveis. Assim, Az é a subdlgebra suficiente minima. Isto é, T é a

estatistica suficiente minima.
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Exercicio 4.5

(i) Mostre que a familia de normais multivariadas ¢ dominada pela medida de Lebesgue

“multivariada”.

Mostre na verdade que esta familia é auto-dominada.

(ii) Mostre que a derivada de R — N, g € essencialmente igual a

exp{n(f — 0o)T — = (0* — 62)} .

S

Exemplo 4.2
No exemplo anterior, em vez da suposicao de Normalidade, considere que cada x;
¢ uniformemente distribuida no intervalo (0,6), onde 6 é desconhecido e © = {6;0 €
(0,00)}. Seja X = (0,00)", A o-algebra de Borel dos conjuntos de X' e Py a familia de
uniformes em (0, ), onde 6 < 6, isto é, Py = {U(0,0);0 € (0,0y)}. Nao é dificil ver que
Py é dominada pela distribui¢ao uniforme em (0, 6y) e que para todo 6 € (0, 6))
g = dary _ { (%)n[(Q—t)/ se t < 6
d Py, 0 set >0,
onde t = max{zy,...,z,} e I(y) é o indicador de [0,00); isto é, I(y) = 0sey < 0 e
I(y) = 1 se y > 0. O Exercicio 4.7 mostra que A; é a menor subdlgebra que torna as

fungoes g, mensuraveis essencialmente. Assim t é a estatistica suficiente minima.

Exercicio 4.6
Mostre que gy é na verdade a derivada de RN de Py em relagao a Py, no Exemplo 4.2.
Mostre que P = {U(0,0); —o0o < § < oo} nao é autodominada embora seja dominada

pela medida de Lebesgue.

Exercicio 4.7

Mostre que, no Exemplo 4.2, a subalgebra A; é na verdade a menor subdlgebra que

dPy

I onde \ é

torna as fungdes g essencialmente mensurdveis. Considere agora gy =
a medida de Lebesgue. Mostre que A; é a menor o-dlgebra que torna as fungoes gy

mensuraveis. [Este problema é nao trivial.|
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4.2 O TEOREMA DE FATORACAO DE HALMOS-SAVAGE

O Teorema de Halmos-Savage é de fundamental importancia para a estatistica. Na
verdade, pode ser considerado como o motivador do famoso “principio da verossimilhanga”
que produziu uma revolugao na estatistica. A seguir muitos conceitos serao apresentados

antes de enunciarmos propriamente o famoso teorema da fatoracao.

Definicao 4.1
O invélucro convexo de uma familia P de medidas de probabilidade é uma familia

maior de tais medidas, representada por P, cujos elementos sao combinacoes convexas de

membros de P. Isto é, se p € P, entdo existe um conjunto {Py, ..., P, ...} e um conjunto
de reais positivos {aq,...,a; ...} com Y32, a; = 1 e tais que
o0
p=> amp;.
i=1

Os resultados a seguir vao permitir que os resultados obtidos sejam estendidos para

familias dominadas, eliminando-se a restricao de auto-dominagao.

Lema 4.1

Seja D uma subdlgebra. Assim,
D suf (A, P) < D suf (A, P) .

Prova
A demonstracao no sentido < é imediata, visto que P C P.

Notemos que se f € Lo.(X, A, P)
dp=Ya; [ fran=Ya [ far = [ fdp.
/Dfp;an S ff [ pap
para todo D e D e p € P, onde f* é a versao comum de E,(f|D), p € P.

O nosso objetivo agora é mostrar que toda familia dominada é equivalente a uma
familia enumeravel e assim uma familia auto-dominada. O proximo resultado é conhecido

como “Lema da Exaustao”. Aqui, A é uma medida o-finita e P é dominada por \.
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Lema 4.2
Considere o espaco de medida (X, A, \) e defina a ordem parcial A C, B se A(ANB°) =
0. Assim, toda colecao F de conjuntos de A que é fechada por unides enumeraveis tem

um elemento maximo. Isto é, dFy € F tal que F' C, Fy, VF € F.

Prova

Sem perda de generalidade, considere que A\ é uma medida de probabilidade [veja
Exercicio 4.8]. Assim, o conjunto {A(F'); F' € F} ¢ limitado e entdo existe pelo menos um
limite superior, «, deste conjunto, digamos a = sup A(F'), onde o sup é sobre F. Para
cada n, 3F, € F tal que A(F},) > a — % Seja Fy = Uy2, F,, entao Fy € F por hipétese.
Assim,

1
a—g<)\(F0)§04 Vn .

Fazendo n — oo, temos A(Fp) = a.

Para cada F' € F, como F'U Fy, = Fy U (F N FY), temos que o > A(F U Fp) =
AFo) + MENEFS) = a+ AMFNFS). Assim, A(F'N E§) = 0 para todo F' € F; isto é,
FcC\F,VFeF.

Exercicio 4.8
Mostre que sempre existe uma medida de probabilidade X\ tal que X = A, onde \ ¢é

uma medida o-finita em (X, A).

Definigao 4.2

Py
dx

se A(F') > 0 e para cada Py € P temos pg(x) > 0 [A\] em F.

Para cada Py € P < A, seja py uma versao de Um conjunto F € A é “positivo”

O resultado abaixo mostra que os resultados de autodominancia também valem para

o caso dominado.

Lema 4.3
Se P = {P : 0 € ©} é dominada por A\ e ¢é fechada por combinagbes convexas

enumeraveis, entao P é auto-dominada.

Demonstracgao
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Seja F = {F; F é postivo }. Notemos que F ¢é fechada por unides enumeraveis. Com

efeito, seja {F,} uma seqiiéncia de elementos de F, {P,} uma seqiiéncia de medidas

correspondentes tais que Vn, P{A,} > 0 e F = U2, F,,. Considere a medida P =
2, anP,, onde a, >0e > a,=1 Entaop= % =30 L anpn >0 [A] em F. Assim,
FekF.

Pelo Lema 4.2, F tem um elemento maximo, digamos Fj, com a medida correspondente
Py. Mostraremos agora que Py(F§) = 0 V0 € ©. Suponha por absurdo que 30’ € © tal
que Py (F§) > 0. Seja B = {x;py(z) >0 e x € F§}. Assim,

0< Pg/(FOC) = PQI(B) + PQI(FOC N Bc)

Py(FEN BY) = /F  pwdA <0,
0

pois ppr < 0 em F§ N B°. Concluimos assim que Py(B) > 0 e A\(B) > 0. Consequente-
mente, B é um conjunto positivo de F{.
Assim, FyUB se torna um conjunto positivo maior do que Fj, o que é uma contradi¢ao.
Para finalizar, vamos mostrar que P < F,. Seja N tal que P(N) = 0. Como
0= Fy(N) > Py(NNFEy) = [xag, PodX e po(z) > 0 [A] em Fy, temos que A(N N Fp) = 0.
Consequentemente, Py(N) = Py(N N Fy) + Py(NNEF§) =0 VO € ©. O

De acordo com o Lema 4.3, podemos concluir que se P é dominado, entao P é auto-
dominado, pois P é, além de dominado, fechado por combinagoes convexas enumeraveis.
Existe assim uma medida Q € P tal que P < Q e entdao P < Q. Como Q = >0 an P,
onde P, € Pe>> a, =1 com a, > 0, podemos ver que {P;, P,,...} = P. Demon-

stramos assim o seguinte teorema.

Teorema 4.2
Suponha que P seja uma familia dominada. Existe assim P € P tal que P < P.

Equivalentemente, existe uma subfamilia enumerdvel Py = { Py, P, ...} tal que P = P.

A conseqiiéncia imediata deste teorema é a substituicao da condicao de auto-dominan-

cia pela dominancia nos resultados anteriores. Assim, enunciamos os seguintes resultados.
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Teorema 4.3

Suponha que P seja dominada. Uma condigao necesséaria e suficiente para que
D suf (A, P) é que exista uma medida j € P tal que P < P e VP € P, p = % seja
P-essencialmente D-mensuravel.

Corolario 4.2
Suponha que P seja dominada. Como no Teorema 4.3, seja p = % VP € P e defina
Dy = o{p;VP € P}. Assim, D suf (A, P) & Dy C D [P] e Dy é a subalgebra suficiente

minima.

Exercicio 4.9

Demonstre o Teorema 4.3 e o Coroléario 4.2.

Estamos aptos agora a apresentar o famoso Teorema da Fatoracao de Halmos-Savage.

Teorema 4.4
Uma condigao necessaria e suficiente para que uma subalgebra D seja suficiente é que,

V0 € O, existe uma fungao nao negativa D-mensuravel, gy, e uma funcao nao negativa

A-mensuravel, h, tal que py = % = goh [\

Demonstracgao

D suficiente = 3p € P tal que P < P e V0 € O, gy = % seja essencialmente

dP

D-mensuravel. Tomando h = 7,

temos que

dPy  dP,dP
Do = e

T apan M

Suponha agora que V0 € O, pg = gph [\]. Considere P e P tal que P < P. Assim,

dP & dPy, & dPy dP & _
D P
Defina agora, V6 € O,
_ 9o
qe_fIEa
g

onde E = {z;g(xz) > 0}. Evidentemente, gy é D-mensurdvel V6 € ©. A suficiéncia de D

sera verdadeira se provarmos que ¢y é uma versao de %, Vo € ©. Com efeito, VA € A,
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temos que
JasaP = [ Lap— [ Lgra
A ANE ( ANE ¢

- / gghd/\:/ pod\ = Py(ANE) = Py(A) .
ANE ANE
Para obter a tltima igualdade, lembremos que E¢ é P nulo e assim P nulo, V8 € ©. O

Em linguagem estatistica, podemos enunciar o resultado como “uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que uma estatistica 1" seja suficiente é que exista uma funcao nao negativa
h em X e um conjunto de fungoes, {gy; 0 € O}, ndo negativas de T tal que pg = goh [A]
VO € ©7.

Os importantes resultados a seguir sao conseqiiéncias imediatas do Teorema da Fa-

toracao.

Teorema 4.5
Sejam C e D duas subélgebras de A tais que C C D [\, onde A é a medida o-finita

que domina P. Se C ¢ suficiente, entao D também é suficiente.

A versao estatistica deste resultado é a seguinte:
Se T' é suficiente e P-essencialmente fungao de outra estatistica S, entao S também é
suficiente.

O resultado seguinte mostra que o Teorema 4.5 é o inverso do Teorema 3.1.

Corolario 4.3
Sejam C e D duas subélgebras de A tais que C C D [\, onde A é a medida o-finita
que domina P, entao C suf (D, P) e D suf (A, P) se, e somente se, C suf (A, P).

Exercicio 4.10

Demonstre o Teorema 4.5 e o Corolario 4.3.

4.3 SUFICIENCIA VERSUS SUFICIENCIA POR PAR

Considere o modelo (X, A, {P;, P»}), onde {P;, P,} C P [P é uma familia nao neces-

dP;

42 onde P = (P, + P). Notemos que 2 — p ¢ uma

sariamente dominadal. Seja p =
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versao de ‘ZLPQ e que uma subdlgebra D é suficiente com respeito ao modelo (X, A, { P, P,})

se e 80 se p é { P, Py}-essencialmente D-mensuravel. Defina D({ Py, P,}) = o{p} que é su-
ficiente com respeito a (X, A, { P, P»}). Pelo Corolario 4.2, temos que D suf { A, { P, P>} }

se e s6 se D({ Py, P,}) C D [{Py, P,}]. Temos assim o critério para a suficiéncia por par.

Lema 4.4
A subdlgebra D é suficiente por par com respeito ao modelo (X, A, P) se e sé se

V{P, P} C P, a derivada p = %2 onde P = J(P, + P), é {P, P»}-essencialmente

D-mensuravel; isto é, D({P,, P,}) C D [P, P].

Seja D* a menor subdlgebra que contém {D({ Py, P}); V{P1, P,} C P}. De acordo
com o Lema 4.4, D* é suficiente por par com respeito ao modelo (X, A, P). Como D* C
D [Py, P)) Y{P,, P} C P, entao D é suficiente por par. Nao é verdade em geral que
suficiéncia por par implica em suficiéncia, como ja foi visto anteriormente. Entretanto,
os dois conceitos sao equivalentes no caso dominado, como pode ser visto nos resultados

a seguir. Inicialmente tratamos de familias enumeraveis de probabilidade.

Lema 4.5
Se P ={P, P,,...} é enumerdvel, entao D suf (A, P) se, e sé se, D é suficiente por

par em relagao a (X, A, P).

Demonstragao

Seja f € Lo e {F;, P;} C P. Como D ¢é suficiente por par, 3f5 € D que ¢é versao
comum de Ep,(f|D) e Ep,(f|D). (Notemos que f = f7 [P, P;].) Para mostrar que
D suf (A, P), necessitamos encontrar uma versao universal para Ep{f|D} VP € P. Seja
@i = sup; [, ¥y = inf; f5 e f* = inf;sup, ff;. Para i fixado, as fungoes f7;, j = 1,2,...
sao versoes de Ep{f|D} e consequentemente P;-equivalentes. Como o supremo de um
conjunto enumeravel de fungoes P;-equivalentes ¢ também Pj-equivalente a essas fungoes,
segue que ¢; é também uma versao de Ep,(f|D). Assim, 1; é também uma versao de
Ep,(f|D). Entao, ¥, = ¢, [P,], ¥n = 1,2,.... Observando que ¢, < f* < ¢, Vn,

podemos concluir que f* é a versao universal desejada de Ep(f|D). a

Notemos que a funcao f© = sup; inf; f;; é também uma versdo universal de Ep(f|D).
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As demonstragoes dos resultados que apresentamos a seguir sao deixados como exercicio
e complementam os objetivos do presente capitulo. No préximo capitulo apresentaremos

os problemas criados pela falta de dominacao da familia P.

Teorema 4.6

Se P é dominada e D é suficiente por par em relac¢do a (X, A, P), entao D suf (A, P).

Lema 4.6
Se P é dominada e C C D [Py, Py], V{Py, P} C P, entdao C C D [P]. Assim, se C é
suficiente por par, D suf (A, P).

Teorema 4.7
Suponha que (X, A, P) é um modelo estatistico arbitrario (nao necessariamente dom-

inado). Se C é suficiente por par e C C D [P], entao D é também suficiente por par.

Exercicio 4.11

Demonstre o Teorema 4.6, o Lema 4.6 e o Teorema 4.7.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Considere as v.a. Y7, Y5 independentes e identicamente distribuidas exponenciais de
parametro 1. Uma observacao do vetor (X1, Xs) = (01Y7,02Y3) é considerada para
inferéncia sobre os parametros (de interesse e desconhecidos) 6y e 6y, os quais sao

nimeros reais satisfazendo 6y, 6y > 0.

i) Descreva o modelo estatistico induzido pelo vetor (X7, X5).

ii) Mostre que T} : IR* — [0, oo[ definida por T'(z1,z2) = |x1| é suficiente para o
modelo em (i), no caso de #; ser conhecido. Conclua também que T5 : IR? —
[0, o[ definida por T'(x1,x2) = |xs| é suficiente para o modelo em (i), no caso

de 65 ser conhecido.
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iii) Verifique se (77, T3) é suficiente para o modelo no caso de ambos, ¢, e 6, serem

desconhecidos.

2. Considere o espago estatistico (X, A, P)onde P = {P; :i = .k} < v, vmedida

{JI pz( ) > 0}7

1 =0,...,k. Suponha que as P;, i = 0,...,k tém suporte comum. Mostre que a

o-finita. Seja p; = 4+,

estatistica T = , %’;) é suficiente minimal em rela¢do ao modelo (X, A, P).

(Po

3. Sejam X7, Xo,..., X, varidveis aleatérias independentes com fun¢ao de densidade
f(-,0), 8 € ©. Encontre a estatistica suficiente minimal quando

i) f(z,0) =0 pe(x), 0 >0;

f(@,0) = (20)" U (—p0)(x), 6 > 0;

f

(z,01,02) = (02 — 91)71](91,92)(@7 0> 0;

i)
iii)
iv) em cada um dos casos i) a iii) encontre a distribui¢ao condicional de X3, ..., X,

dada a estatistica suficiente minimal.
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CAPITULO 5

O CASO NAO-DOMINADO

Mesmo que muitos modelos estatisticos satisfagcam a condicao de dominacao, existem
outros que nao. Por exemplo, o trabalho estatistico nao-paramétrico, especialmente, é rico
em familias de medidas de probabilidade nao-dominadas. Parece apropriado, portanto,
examinar a noc¢ao de suficiéncia no caso nao-dominado.

Comecamos estabelecendo uma condi¢cao necessaria para que uma subalgebra seja

suficiente no caso em que A é enumeravelmente gerada (ou separavel).

Teorema 5.1
Suponhamos que A é enumeravelmente gerada. Se C é uma subdlgebra suficiente,

entdo existe uma subdlgebra suficiente enumeravelmente gerada D tal que C = D [P].

Demonstracao
Observemos que A = o(F), onde F é uma colecao enumeravel em A. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que F é um 7-sistema. Para cada F' € F existe uma

funcao C-mensuravel hp tal que

P(FNC) :/Chde,
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para todo C' € C e P € P. Definimos D = o{hp; F € F}. E claro que D é enumeravel-
mente gerada e que D C C.
Seja IC a classe de conjuntos K € A tais que existem fungoes D-mensuraveis gx

satisfazendo
(5.1) P(KNC) = /CgK dP

para todo C € C e P € P. Entdo, F C K C A. E fdcil verificar que K ¢ um A-sistema.
Portanto L D A(F) = o(F) = A, donde K = A. Da definicao de K e do fato de que
D C C, segue-se que D é suficiente.

Agora demonstraremos que C = D [P]. E suficiente demonstrar que C C D [P].
Escolhemos e fixamos C' € C. Entao, ¢ € A = K e portanto existe uma funcao D-
mensuravel go satisfazendo (5.1), isto ¢é, go ¢ uma versao D-mensuravel de Ep(I¢|C),
P € P. Mas, Ep(I¢|C) = I [P] para toda P € P. Logo, gc = Ic [P]. Fazendo
D = {z;g9c(x) = 1}, temos que D € D e C = D [P]. Consequentemente, C C D [P].

Observemos que se o conjunto vazio é o inico conjunto P-nulo, entao D = D. Portanto,

o seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 5.1 e o Exercicio 1.8(ii).

Corolario 5.1
Suponhamos que A é enumeravelmente gerada e que o conjunto vazio é o inico con-

junto P-nulo. Se C é suficiente, entao C é enumeravelmente gerada.

O resultado seguinte é conseqiiéncia imediata da aplicacao do Teorema 1.1 junto com

o Teorema 5.1.

Corolario 5.2
Suponhamos que A é enumeravelmente gerada. Se C é uma subdlgebra suficiente,

entdo existe uma v.a. f tal que f~1(B;) = C [P].

Teorema 5.2

Suponhamos que {C,} é uma seqiiéncia de subélgebras suficientes
(i) se C,, D Cpyq para todo n, entao N°2, C, é suficiente,

(ii) se C, C C,41 para todo n, entao \/52, C, é suficiente.
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Demonstracgao
Para provar (i), escolhemos e fixamos uma funcao A-mensurdvel limitada f. Para
cada n, existe uma funcdo C,-mensuravel f tal que f = Ep(f|C,) [P] para toda P € P.

Definimos
F(x) = { lim, . fZ(x) , se o limite existe,
0 , em caso contrario.

Desde que C,, D C,4+1 para todo n, segue-se que f* é (2, C,-mensuravel. Pelo teo-
rema de continuidade para a esperanca condicional (por exemplo, ver o teorema 4.3 de
Doob, J.K., 1953, Stochastic processes, John Wiley and Sons, New York), temos que
limy oo £5 = Ep(fI(71 Ca) [P) para todo P € P. Logo f* = Ep(f|NG2, Ca) [P] para
todo P € P e portanto (2, C, ¢ suficiente.

A prova da parte (ii) é similar. O

Teorema 5.3

Se C e D sao subdlgebras suficientes, entao C N D ¢ suficiente.

Demonstragao

Sejam Fy, 1 = C e Fy, = D para todo n. Escolhemos e fixamos uma funcao A-
mensuravel limitada f. Definimos {f}} indutivamente como segue. Seja f; uma versao
comum de Ep(f|Fy), P € P. Supondo que f;_; tem sido definida, seja f¥ uma versao
comum de Ep(f:_||F,), P € P. Uma tal seqiiéncia {f*} existe, desde que F,, é uma

subalgebra suficiente para todo n. Definimos

frx) = { lim,, oo fo,_1(z) , se o limite existe,
0 , em caso contrario;
@) = {hmnﬂoo fa(x) , se o limite existe,
0 , em caso contrario.

E claro que f* é C-mensurdvel e f° ¢ D-mensuravel. Pelo teorema 3 de Burkholder e
Chow (1961) (Iterates of conditional expectation operators. Proc. Amer. Math. Soc. 12,
490-495), segue-se que, para cada P € P,

lim f=Ep(f[C ND") [P],

n—o0

onde C e D’ denotam os P-completamentos de C e D, respectivamente. Logo, f* =
Ep(fIc” nD") [P], para todo P € P e {z; f*(z) # fO(x)} € Ay = {A € A P(A) =0
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VP € P ou P(A°) = 0 VP € P}. Portanto, f* — f° é Aj-mensurdvel. Entao f* =
(f* = f%) + f, sendo a soma de uma fungao Ap-mensurdvel e uma fungao D-mensurdvel,
¢ D-mensurdvel. Segue-se que f* é C N D-mensuravel, desde que é C-mensuravel e D-

mensuravel. Mais ainda, para todo P € P, temos

= Ee(fflenD) P
= EplEp(fIc” nD")CcN D] [P
= Ep(flCND)[P],

desde que CND c C" ND". Consequentemente, C N D é suficiente. O

Observacoes

— E facil ver que DND =CND =CND [P]. Portanto, pelo Teorema 5.3 juntamente
com a Proposigao 3.1 (vi), segue-se que se C e D sao subélgebras suficientes, entao

CNDeCND sao também suficientes.

— Os Teoremas 5.2 e 5.3 sao demonstrados facilmente no caso em que P ¢é dominada.
Para demonstrar o Teorema 5.3, por exemplo, seja Cy uma subalgebra suficiente
minima. Entao Cy C C [P] e Cy C D [P] e portanto Cy C CND. Consequentemente,
pelo Teorema 4.5, C N D é suficiente e CND e C N D sao também suficientes.

— A interseccao de duas subdlgebras suficientes, em geral, nao é necessariamente sufi-

ciente, como mostram os seguintes exemplos.

Exemplo 5.3

Sejam X = Ry e A = B;. Denotemos por C a subdlgebra gerada pela estatistica

-1 ,sex <0,

T(x):sgnx:{_H ,sex >0,

isto é, C = {0, (—00,0),[0,00), X}. Escolhemos duas fungdes nao-negativas com valores

reais ¢ e 1 satisfazendo
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Denotemos por A a medida de Lebesgue e definimos para cada 6 € (0, 1),

_dPe_{ew(:c) ,sex <0,
D) (1—-0)p(x) ,sex>0.

Em conformidade, consideramos a familia de medidas de probabilidades P = {Py; 0 <

0 < 1}, definida por

Py(A) = /Apg d\ , para todo Ae A .

Pelo teorema de fatorizacao a estatistica T' é suficiente e portanto C é suficiente. Seja
D = {0,E, E°, X}, onde E é o conjunto de ntimeros irracionais negativos. Desde que
C = D [P], como foi mostrado no Exemplo 1.3, segue-se que D é suficiente. Porém,

CND = {0, X} nao pode ser suficiente, pela Proposigao 3.1 (vii).

Exemplo 5.4

Sejam X = Ry (o espaco euclideano bidimensional). A = By (a o-élgebra de sub-
conjuntos borelianos de Ry) e P a familia de todas as medidas de probabilidade P sobre
A satisfazendo P(D) = 1, onde D = {(z1,25) € X;x; = x2}. Seja C a subalgebra
induzida pela estatistica T'(x1,22) = 1, isto é, C = {B x Ry; B € B;}. Definimos
F = {x1; (x1,22) € (A] X A3) N D}, onde A; x Ay é um conjunto fixado de A.

E facil ver que
P[(A, x A3) N (B x Ry)] = / Irxm, dP
BxR;
para todo B x IRy € C e P € P. Portanto, C ¢ suficiente.

Similarmente, seja D = {R; x B; B € B} a subdlgebra induzida por S(xy,x2) = xs.
Entao D é suficiente. Mas C N'D = {0, X'} nao é suficiente.

Corolario 5.3

Se Cy é uma subalgebra suficiente minimal, entao é suficiente minima.

Demonstragao
Seja C uma subalgebra suficiente. Pelo Teorema 5.3, CoNC é suficiente. Desde CoNC C
Cy e a suficiéencia minimal de Cy, segue-se que Cy C Co N C [P]. Logo, Cy C C [P], isto é,

Co C C = C. Portanto, Cy C C [P]. Consequentemente, Cy é suficiente minima. O

Corolario 5.4

Seja {C,} uma seqiiéncia de subélgebras suficientes. Entao (°°, C, é suficiente.
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Demonstracgao
Por indugao e pelo Teorema 5.3, D,, = Nj_, Cx é suficiente para cada n. Desde que
D,, D D,.1, para todo n, segue-se do Teorema 5.2 (i) que N2, C,, = o2, D,, é suficiente.

O

Observacgoes

— A contraparte nao enumeravel do Corolario 5.4 nao é verdadeira em geral, isto é,
pode existir uma colegao nao-enumeravel {C,; « € A} de subdlgebras suficientes tal
que Npea Co ndo é suficiente. A existéncia de uma tal colecao pode ser provada como
segue. Suponhamos o contrario. Seja {C,;y € I'} a classe de todas as subdlgebras
suficientes. Entao Cy = ¢, C é suficiente. Mais ainda, se C' é qualquer subélgebra
suficiente, entdo C' € {C\;y € T'} e portanto Cy =, C, C C, isto é, Cy C C [P].
Logo, () ¢ suficiente minima. Consequentemente, sempre existiria uma subalgebra

suficiente minima, contradizendo o fato mostrado no Exemplo 3.2 (Pitcher).

— No caso dominado, o Corolario 5.4 é verdadeiro para uma colecao nao-enumeravel
de subdlgebras suficientes, isto é, se P é dominada e {C,;a € A} é uma colegao
arbitrdria de subdlgebras suficientes, entao N,y Co ¢ suficiente. Para ver isto, seja
Cy a subdlgebra suficiente minima. Entao, Cy C C,, [P] para todo o € A, isto é,
Co C C, para todo a € A. Logo, Cy C Nuep Co- Portanto, segue-se do Teorema

4.5 que Nyep Co € suficiente.

Teorema 5.4

Se C é uma subdlgebra suficiente ¢ A € A, entao o(C U {A}) é suficiente.

Demonstragao

Observemos primeiro que
o(CU{A}) ={(C1NA)U(CoNA%); CLelC Cyel}.

Como fazemos usualmente, para qualquer funcao A-mensurdvel P-integravel f, de-

notamos por f* a versdo comum de Ep(f|C), P € P. Escolhemos e fixamos E € A.
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Definimos

91(33) _ {E)IA . ]E)*(x)UZ(SE) , se ]:Z(:L') £ 0,

,se [(z) =0
s = et el

Claramente, g; e go sao C-mensuraveis. Portanto, g = 1491 + I4cgo é uma funcao
o(C U {A})-mensuravel. Observemos que 149 = Ialagy + Ialacgs = Iag1 € Iycg =
Taclagy + Taclacga = Lacgs. Desde que 0 < 4l < 14, temos que 0 < (I4lg)* < I [P] e
portanto 0 < g; < 1 [P] e I4g91 = (Ialg)* [P]. Resultados similares valem para I4c e gs.
Seja D € o(CU{A}), isto é, D = (C; N A) U (Cy N A°) para alguns Cy, Cy € C. Entao,
para todo P € P, temos

/ gdP :/ IAgdP:/ IL4g, dP
CiNA C1 &1

[ *dP:/ I dP:/ I1Ip)* dP
[ (g dP = [ LigidP = [ (L)

/ IAIEdP:/ IpdP
C1 C1NA

(7)

Similarmente, temos

(i) / gdP = I5dP
CoNAc CoNAc

Somando (i) e (ii), obtemos [, IgdP = [, gdP para todo D € o(CU{A}) e P € P.
Consequentemente, o(C U {A}) é suficiente. 0

Teorema 5.5
Se C é uma subalgebra suficiente e D é uma subdlgebra enumeravelmente gerada, entao

C v D é suficiente.

Demonstracgao

Seja {Aj, Ay, Az, ...} uma colegao enumerdvel tal que D = o({A, Ag, As,...}) e seja
Cy = C. Definimos {C,}>°, indutivamente como segue. Supondo que C,_; tem sido
definida, fazemos C,, = o(C,—1 U {A,}). Pelo Teorema 5.4, cada C, é uma subdlgebra
suficiente. E facil verificar que Vo2 ,C, =CVD. Desde que C,, C C),4; para todo n > 0,
segue-se do Teorema 5.2 (ii) que C'V D é suficiente. O

Corolario 5.5
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Se C' é uma subdlgebra enumeravelmente gerada contendo uma subalgebra suficiente,

entao C' é suficiente.
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Demonstracgao
Suponhamos que D é uma subdlgebra suficiente e que D C C. Segue-se do Teorema

5.5 que C=0(C)=0(CUD)=CVD=DVC(C ésuficiente. O

Teorema 5.6
Suponhamos que A é enumeravelmente gerada. Se C' e D sao subdlgebras suficientes,

entao C'V D é suficiente.

Demonstracgao

Pelo Teorema 5.1, existem duas subalgebras suficiente enumeravelmente geradas C e
D, tais que C' = C) [P] e D = Dy [P], e portanto C'V D = C; V Dy [P]. Pelo Teorema
5.5 segue-se que C; V Dy é suficiente. Portanto C'V D também ¢ suficiente. O

Corolario 5.6
Suponhamos que A é enumeravalmente gerada. Se {C,} é uma seqiiéncia de subdlge-

bras suficientes, entao ;2 C,, é suficiente.

Demonstracao
Por inducao, segue-se do Teorema 5.6 que cada D,, = \V/;_; C) é suficiente. Desde que
D,, C D41 para todo n, pelo Teorema 5.2 (ii), temos que /o2, C,, = /72| D, é suficiente.

O

Observacao
Sejam C e D duas subalgebras suficientes. Até aqui temos demonstrado que C VD é

também suficiente, se qualquer uma das seguintes condigoes é satisfeita:
(i) a famfilia P é dominada (pelo Teorema 4.5),
(ii) C ou D é enumeravelmente gerada (pelo Teorema 5.5),
(iii) A é enumeravelmente gerada (pelo Teorema 5.6).

Em geral, porém, C V D nao é necessariamente suficiente, como mostra o seguinte

exemplo.
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Exemplo 5.5

Seja X = {(x1,x2) € Ro;|x1| = |m2], 21 # 0}. Sejam C = o({{(z1,x2), (x1, —22)};
x1 =29 # 0}) e D = o({{(z1,22), (—21,22) }; 1 = x3 # 0}). Sejam D = {(xy,x2) €
X,z =a3} e A=0[(CVD)U{D}]. Para cada x = (z1,25) € X, seja P, a medida de
probabilidade sobre A distribuindo probabilidade 1/4 sobre cada um dos pontos (x1, z3),
(1, —xa), (—x1,22) € (—x1, —22). Consideremos P = {P,;z € X'}.

E facil verificar as seguintes afirmacoes:

(i) um conjunto C' estda em C se e somente se existe um conjunto enumeravel S C D

tal que Uy, zy)est (21, 22), (21, —2)} € igual a C ou C*

(ii) um conjunto E estd em D se, e somente se, existe um conjunto enumeravel S C D

tal que Uy, zy)es{ (21, 22), (=21, 22)} € igual a E ou E*;
(iii) um conjunto B estd em C'V D se, e somente se, B ou B¢ é enumeravel;
(iv) se (x1,x9) € X, entao {(x1,22)} € CV D;
(v) D¢ CVD.
(vi) A={(BiND)U(ByND°; By,By € C'VD};
(vii) se Ag = {0, X}, entdao Ay = Ay = {0, X'}

Para provar que C é suficiente, escolhemos e fixamos A = (B; N D) U (By N D) €
A. Definimos g1(z1,22) = Ip,np(x1,22) + Ipnp(21, —22), g2(21,22) = Ipnpe(x1,22) +
Ig,npe(x1,—22) e g = (g1 + g2)/2. E claro que se B; é enumerdvel, entdo {(z1,29);
g1(x1,m9) # 0} é enumeravel, e se Bf é enumerdvel, entdo {(z1,22);g1(x1,22) # 1} é
enumerével. Portanto, desde que g;(z1,72) = ¢1(x1, —22), em qualquer caso g; é C-
mensuravel. Similarmente, gy é C-mensuravel. Segue-se que g é C-mensuravel. Se C' € C

e P € P, entao é claro que

/IA(Il,xg)dP:/ (a1, —2) dP .
C C

Entao, para todo C' € C' e P € P, temos

| 1
]dP:f/[ 25)dP 7/1 —2,)dP
/C A 5 Jo Az, 22) +2 - a1, —x2)
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= / ;[IA(.’Il,Z'Q) +[A(3317_$2)] dp

c
= gdP .
c

Consequentemente, C é suficiente. Similarmente, prova-se que D ¢ suficiente. Porém,
C V D nao é suficiente, pois em caso contrario existiria uma funcao C V D-mensuravel h

satisfazendo

/IDdP:/ hdP
B B

para todo B€CV D e P € P. Escolhendo B = {z} e P = P,, temos

1 |
11n(@) = /{x} hdP, = {hix)

para qualquer x € X. Portanto, h = Ip. Isto implica que D € C'V D, o que é falso. O

60



CAPITULO 6

SUFICIEN~CIA DE FISHER NO CASO DISCRETO.
APLICACOES NA TEORIA DE AMOSTRAGEM
CLASSICA

Neste capitulo estudaremos uma classe especial de modelos nao dominados. Serd
mostrado, ao longo do capitulo, que em tal classe existe sempre uma subalgebra suficiente
minima. Além disto, uma caracterizacao para tal subdlgebra sera fornecida.

Através da formalizagdo da teoria de amostragem cldssica no contexto da estrutura

estatistica (X, A, P) discutiremos algumas aplicacoes desses conceitos.

6.1 SUFICIENCIA NO MODELO DISCRETO

Definicao 6.1

O modelo estatistico (X, .4, P) é dito discreto se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. Cada P € P é uma medida de probabilidade discreta;
2. O conjunto vazio é o unico conjunto P-nulo;

3. A é a o-algebra de todas as partes de X.
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Observacoes

1. A condigao 3 evita que surjam inconveniéncias, como por exemplo a nao existéncia

de uma subalgebra suficiente minima (Pitcher).

2. A condicao 2 nao é restritiva, pois sempre é possivel remover os conjuntos P-nulos

de X e trabalhar com o espago amostral reduzido.

Exercicio 6.1
Mostre que se no modelo discreto X ou P sao enumeraveis, entao o modelo estatistico

(X, A, P) é dominado. Exiba as medidas dominantes.

Ao longo deste capitulo vamos considerar (X,.4,P) como o modelo estatistico dis-
creto. Dado que quando X ou P sao enumeraveis o modelo é dominado, assumiremos no
que segue que tanto X como P sao nao enumeraveis. Os resultados a serem estabelecidos
baseiam-se fundamentalmente na caracterizacao de partigoes suficientes. Como veremos
adiante no modelo discreto existe uma correspondéncia biunivoca entre subalgebras sufi-

cientes e particoes suficientes.

Notacao

Para cada x € X, 7, denota a parte da parti¢ao IT que inclui z. Escreveremos P(x)
para a P-medida do conjunto {z}. Sp = {z € X : P(z) > 0} denota o suporte de P.
Também, P, = {P € P : P(z) > 0}. Note que a condigdo 2 na Definigao 6.1 implica em
P, # 0.

O famoso teorema da fatoragao de Basu e Ghosh (1967) é provado a seguir.

Teorema 6.1
Uma condicao necessaria e suficiente para que a particao Il seja suficiente é que exista

uma funcao real g, definida sobre X', tal que

(6.1) P(z) = g(x)P(m,), paratodoxe X, PeP.
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Demonstracgao
Necessidade: Pela Definicao 3.5, II é suficiente se e somente se a g-algebra induzida
A(II) é suficiente. Portanto, para cada A € A, existe uma funcao hy : A(Il) mensurével,

tal que

(1) P(AﬂB):/BhAdP, para todo B€ A(ll) e Pe P .
Em particular, se A = {z} e B = 7., obtemos

(2) P(z) = /H hizydP , paratodo P € P .

Ja que todos os subconjuntos de X sao mensuraveis, cada parte = de II é um atomo
de A(II) e h é constante sobre cada parte 7w de Il (Exercicio complementar 3, Capitulo
2). Definindo g(x) como o valor constante de hy,) sobre 7, obtemos a partir de (2) a

identidade (6.1).

Suficiéncia: Suponhamos que existe uma fungao g sobre X', para a qual a identidade
(6.1) é verdadeira. Entdo, pela condigao 3 na Defini¢ao 6.1, temos que g(z) > 0, para
cada xr € X.

Agora, seja m uma parte de II. A partir da identidade 6.1, temos que para cada x € 7
(3) P(xz) = g(x)P(w), paracada P€P .

Seja P € P, tal que P(x) > 0 e, portanto, tal que P(m) > 0, jd que = € 7. Logo, sey € ,
P(y) > 0, pois g é positiva. Portanto, m C Sp. Consequentemente, m é enumeravel, pois
P ¢é uma medida de probabilidade discreta.
Assim, somando ambos os lados de (3) sobre todo x em m, temos que

> Plx) =) glx)P(n),

TET TET
implicando em
(4) Y glz)=1.

TET

Agora, para cada A € A, defina a funcao h, da seguinte forma:

(5) ha(z) = > g(y) .

yeANIL,
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E claro que 0 < hy < 1. Também, nao é dificil ver que h4 é constante em cada parte 7 de
IT e entao A(II) mensuravel. Vamos mostrar que para cada P € P, hy = Ep(14]|A(II)).
Denote por h () o valor constante de h 4 sobre 7. Note que h(7) = 3 canx 9(y). Assim,
se B € A(rm), temos que

/ hadP = Y ha(z)P(z) (jd que P ¢é discreto)
B

r€B

= > ha(m)P(7) (ja que B é unido de partes de II)

wCB

= > > gyPr)

TCByeANT

= Y > P(y) (da hipétese)

TCByceANn

= > P(yy=PANB).

yeANB

Isto completa a prova. O

Observacao

Note que o Teorema 6.1 também vale se X ou P é enumeravel.

Exercicio 6.2
Seja (X, A, P) o modelo estatistico discreto e F' uma estatistica definida sobre X,
verifique a veracidade ou falsidade da seguinte afirmagao: “F' é uma estatistica suficiente

se, e somente se, a particao induzida por F' é suficiente”.

Exercicio 6.3
Seja X ={0,1}", neNeP, ={F:0<(0,1)} com

Py, .., @) = 021 %(1 — )20 %

Seja F': X — {0,1,...,n} tal que F(zy,...,x,) = >, ;. Mostre, utilizando o Teorema

6.1, que a particao induzida por F' é suficiente. Compare, com o Exemplo 3.1.

Exercicio 6.4
Seja X = {0,1}", n € IN e A a o-élgebra das partes. Uma medida de probabilidade

P definida sobre A é dita permutavel se para cada (z1,...,x,) € X

P(xl, e ,ZL’n) = P(:Eﬂ(l), e ,:L‘ﬂ(n))
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para toda permutacao 7 de {1,...,n}. Seja Py = { P definida sobre A : P permutével}.
Mostre que

i) A familia P; do Exercicio 6.3 estd contida na classe de medidas de probabilidade

permutdveis definidas sobre A.

ii) Mostre que a estatistica F', definida no Exercicio 6.3, induz uma particao suficiente

para o modelo estatistico (X, A, Ps).

iii) Mostre que a familia P, é a maior familia para a qual a partigao II, induzida por

F, é suficiente.

Exercicio 6.5
Seja (X, A, P) modelo estatistico discreto. Duas funcoes de verossimilhanca L,(-) e

L,(-), z,y € X, sao ditas equivalentes (L,(-) ~ L,(-)) se existe uma constante ¢ > 0 tal
que Ly (-) = cLy(-).

i) Seja R uma relacdo de X em X definida por: xRy se, e somente se, L,(-) ~ L,(-).

Mostre que R é uma relacao de equivaléncia.

ii) Mostre que as classes de equivaléncias induzidas por R formam uma parti¢do sufi-

clente.

iii) Mostre que se II é uma partigao suficiente, entdo para todo 7 € Il e z,y € 7 tem-se

Ly () ~ Ly ().

No Capitulo 4 (modelo dominado) vimos que se C é uma subdlgebra suficiente e C C
D [P], entao D é suficiente. Um resultado similar vale para partigoes suficientes no modelo

discreto.

Corolario 6.1
Sejam II e IT" duas parti¢oes de X'. Se I’ é mais fina que II e II é suficiente, entao I’

¢é suficiente.
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Demonstracgao
Sejam ,, .. as partes de Il e II' que incluem z, respectivamente. Dado que II' é mais
fina que II temos que 7/, C 7, para todo x € X. Agora, como II é suficiente, temos a

partir do Teorema 6.1 que

P P(x)|P(m,

W _ PO e
P(m)  PE)IP(m)  Eyer, 9(v)

. N1 C)) _z /
Assim, definindo g(z) = STIOL temos que P(z) = g(x)P(x,) para todo P € P,.
yemnl, g\y
Agora, se P ¢ P,, entao P(m,) = 0, pois g(z) > 0. Portanto P(n}) = 0 se P ¢ P,, pois
n! C 7. Consequentemente, P(z) = g(x)P(n,), para todo x € X e P € P. O

Exercicio 6.6
Seja R uma relagao de X em X definida por: xRy se, e somente se, P, = P, e
P(z)/P(y) é uma constante em P, para todo P € P,. Verifique que R ¢é uma relacao de

equivaléncia. Compare com o Exercicio 6.5.

Exercicio 6.7

_ L(-
Considere o modelo estatistico discreto (X,.A,P). Seja L,(-) = ()

supy L. (0)
de verossimilhanca padronizada. Seja F' uma estatistica que leva x +— L,(-). Mostre que

a funcao

F induz uma particao suficiente. Compare com o Exercicio 6.5.

Os Exercicios 6.5, 6.6 e 6.7 fornecem uma maneira de achar uma particao suficiente.
Parece natural a partir dos resultados anteriores perguntarmos se existe uma particao
suficiente IT*, tal que toda particao suficiente Il seja mais fina que II*. Se tal particao IT*
existe, esta é chamada de particao suficiente minima.

O teorema a seguir garante a existéncia de uma partigao suficiente minima.

Teorema 6.2

Existe uma particao suficiente minima.

Demonstracao

Seja & = {y : y ~ x}, onde ~ é a relacdo de equivaléncia definida por xRy se, e

I;Ez; ¢ uma constante em P, para todo P € P,. Entao segue desta

somente se, P, = P, e
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defini¢ao que P(n})/P(z) é constante em P. Portanto definindo

obtemos a identidade

para todo P € P,.

Agora, se P ¢ P,, entao P(n}) = 0, pois P, = P,. Logo, P(z) = g(x)P(n}), para
todo x € X e P € P. Assim, pelo Teorema 6.1, temos que II* = {7’} é uma partigdo
suficiente.

Por outro lado, se IT é uma partigao suficiente, entdao P(z)/P(m,) é constante em P,
para todo P € P, e se y € m,, entao P, = P,, pois g é positiva. Consequentemente, se
Yy € m,, entao x ~ y. Portanto m, C 7, concluindo-se a partir disto que II* é mais grossa

que IIL O

Note que a prova do Teorema 6.2 fornece uma caracterizagao da particao suficiente

minima.

Exercicio 6.8

Mostre que as particoes suficientes nos exercicio 3, 4 e 7 sao suficientes minimas.

Exercicio 6.9
Seja X =R e P ={Py: 0 € R} a familia de distribuigoes degeneradas. Encontre a

particao suficiente minima.

Exercicio 6.10

Seja X =R e P = {Fy:0 c R"}, com Py definida por

1 N
Pa(aﬁ) = — Z[{gi}(x) .
NI
Encontre a particao suficiente minima e interprete o resultado.

Exercicio 6.11
Uma urna contém 100 bolas idénticas que estao numeradas consecutivamente com

0+ 1,0 +2,...,0+ 100, onde # € Z. Considere o seguinte experimento: dez bolas
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sao selecionadas ao acaso sem reposicao. Formule o modelo estatistico associado a este
experimento e encontre a particao suficiente minima. Refaca o experimento quando a

selecao é com reposicao. Comente o resultado.

Voltemos agora nossa atencao para subdlgebras suficientes. Em geral, nao é verdadeiro
que toda subalgebra suficiente seja induzida por uma particao suficiente. O préximo

resultado estabelece que no modelo discreto toda subalgebra suficiente é assim induzida.

Teorema 6.3

Toda subalgebra suficiente é induzida por uma parti¢ao suficiente.

Demonstracgao

Seja C uma subdlgebra suficiente e seja II = {7} a partigdo induzida por C, isto é,
IT = TI(C). Vamos mostrar que C = A(II(C)). Seja m uma parte tipica de II e seja h a
fungao de probabilidade condicional de m dado C. Dado que C é suficiente, h = Ep(I,/C)
é constante em P. Agora, h é C-mensuravel, portanto, A(II(C)) mensuravel, ja que
C C A(II(C)) (Proposicao 2.4). Logo, h(x) é uma constante, digamos «, sobre m. Seja
C = h7'({a}). Notando que C € C e m C C, temos que

P(r) = P(rNC) = /C hdP = aP(C) |

para todo P € P, com «a > 0, pois P(mw) > 0 para algum P € P.

Seja m; outra parte de II, entdo h(z) é uma constante, digamos 3, sobre m;. Vamos
mostrar que [ # «a. Suponhamos que h(z) = « para todo x € my, isto é,
m C C = h7'({a}). Dado que 7 e 7 sao partes diferentes da particao induzida por C,
existe D € C que separa 7 e 7, isto é, 7 C D e 7N D = () (Exercicio complementar 5,
Cap. 2). Entao, para todo P € P, temos que

ozp(momD):/ _hdP=aP(DNC) = aP(m)
DN

pois m C CND. Como a > 0, a desigualdade acima implica em P(m) = 0, para
todo P € P, em contradigao com a condi¢ao 2, na definicao do modelo discreto. Logo,
7 =C=h"'({a}) € C. Consequentemente, I1(C) C C.

Agora, seja D uma uniao arbitraria de partes de II. Vamos mostrar que D € C.

Seja g a funcao de probabilidade condicional de D dado C. J& que C é suficiente, g é
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constante em P. Seja m uma parte tipica de m e seja v o valor constante de g sobre 7 (g
é A(II(C))-mensuravel).
Como 7 € C, temos que, para todo P € P,

7P(7T):/gdP:P(Dﬂ7T):{P(7T> sem C D o
w 0 em caso contrario .

Como P(m) > 0, para algum P, a identidade acima implica em

_{1 semCD
’y_

0 em caso contrario .

Isto prova que g é a fungao indicadora do conjunto D e entdo D € C. Logo, A(II(C)) C C.
O

Os resultados a seguir sao consequéncia imediata dos Teoremas 6.2 e 6.3.

Corolario 6.2

Existe uma subalgebra suficiente minima.

Demonstragao

Seja C uma subalgebra suficiente. A partir do Teorema 6.3, temos que C é induzida por
uma particao suficiente II, isto é, C = A(II). Como II é suficiente, segue-se do Teorema
6.2 que IT* é mais grossa que II, onde IT* é a partigao suficiente minima. Logo, A(IT*) C C

e portanto A(IT*) é uma subdlgebra suficiente minima. O

Corolario 6.3

Se C e D sao duas subdlgebras suficientes, entao C N D é suficiente.

Prova

A partir do Teorema 6.3, sabemos que C e D sao induzidas por particoes suficientes
IT; e Il,, respectivamente. Seja II; AIly a particao mais fina que é mais grossa que ambas
I1; e I, (tal partigdo sempre existe). Nao ¢ dificil ver que C ND é induzida por II; A Ils.
Agora, a partir do Teorema 6.2, temos que existe uma particao suficiente minima IT*.
Portanto, IT* é mais grossa que II; AIl;. A prova segue a partir disto e do Corolario 6.1.

O
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Obaservacgao

Note que no modelo nao dominado os resultados acima nao sao verdadeiros em geral.

Exercicio 6.12

Nos Exercicios 6.8 e 6.9, descreva a subalgebra suficiente minima.

Exercicio 6.13
Mostre que pode existir uma subdlgebra C, contendo uma particao suficiente, mas C

nao é suficiente.

Exercicio 6.14
Estude a veracidade ou falsidade da seguinte afirmacgao: “no modelo discreto, se D é

uma subdlgebra suficiente e C outra subdlgebra tal que D C C, entao C é suficiente”.

Exercicio 6.15
Seja II* a partigao suficiente minima e F = {A € A : A = U 17 ou A° = U, 07,
para algum conjunto I enumeravel}. Mostre que F é a o-algebra gerada por II*. Mostre

que F nao pode ser suficiente.

Exercicio 6.16
Seja IT* a particao suficiente minima e S, = {x : P(x) > 0}. Mostre que S, é reunido
enumeravel de partes de II*. Conclua que S, é reuniao enumeravel de partes de II, onde

IT é uma particao suficiente.

Teorema 6.4
Seja II* a particao suficiente minima e F a o-algebra gerada por IT*, entao F é sufi-

ciente por par.

Demonstragao

z dP,
E suficiente mostrar que para P, P, € Pe Q = P, + P, d—Ql é F-mensuravel (Lema

4.4). Seja A = {x: Pi(z)P2(x) >0} e B={z: Pi(x) > 0e Py(z) =0}. Entdo, temos

1
dP; TREAE e
@(x): 1 sex € B

0 em caso contrario .
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Ja que A = Sp, N Sp, e B = Sp N Sp,, decorre do Exercicio 6.16 que A, B € F.

Consequentemente, (AU B)¢ € F e, portanto, {z : %(w) >1}eFe{x: %(x) <0} €

F. Resta mostrar entao que F, = {z : 0 < %(m) < a} € F, para cada 0 < o < 1.

Mostraremos no que segue que F, é reuniao enumeravel de partes de IT*.
Seja * € II* tal que m* C A. Segue da defini¢ao de 7* que para qualquer par de pontos
Pi(z) _ Py(=) Py(x) _ Pa(y) Py(x) 4
) = m O @ = A Pi(y ¢ constante sobre cada

m* € II*. Entao E, é reuniao de partes de IT*, mas E, C A e A é reuniao enumeravel de

T,y € ou Isto implica que
partes de IT*, portanto E, também é reuniao enumeravel de partes de IT*. Assim, F, € F
para cada 0 < a < 1. Consequentement, % é F-mensuravel e portanto F é suficiente
por par. ]

Observacao
A partir do Exercicio 6.15 e do Teorema 6.4, conclui-se que suficiéncia por par e

suficiéncia nao sao nogoes equivalentes no modelo discreto (ndo dominado).

Exercicio 6.17

Nos Exercicios 6.8 e 6.9, descreva a subalgebra suficiente por par.

Corolario 6.4
Seja II uma partigao suficiente e C a subdlgebra gerada por II. Entao C é suficiente

por par.

Demonstracgao

E suficiente mostrar que F C C (Teorema 4.7). Para ver isto notemos primeiro que
cada parte 7 de II* é enumeravel, pois 7" C Sp, para algum P € P. Por outro lado, IT*
é mais grossa que I, pois II* é a particao suficiente minima. Portanto II* é uma reuniao
enumeravel de partes de II. Assim, cada F € F ou seu complementar é uma reuniao

enumeravel de partes de II. Logo, F C C. a

Para completarmos o estudo sobre suficiéncia no modelo discreto, um teorema da
fatoragao para subalgebras, andlogo ao Teorema 6.1, serda provado. O lema a seguir é de

utilidade para tal propédsito.
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Lema 6.1
Se C é uma subdlgebra contendo Sp para todo P € P, entao II(C) C C.

Demonstracao

Seja m € II(C). Vamos mostrar primeiro que m C Sp para algum P € P. Para ver
isto, escolha e fixe x € m. A partir da condicao 3 na definicao do modelo discreto, segue
que existe algum P € P tal que © € Sp. Dado que Sp e Cenm=n{C € C : z € C},
temos que 7 estd contido em Sp. Assim, cada parte de 7(C) é disjunta de Sp ou estd
inteiramente contida em Sp, para algum P € P. Isto mostra que Sp deve ser reuniao
enumeravel de partes de m(C), pois Sp é enumeravel.

Para mostrar que m € C, escreva Sp = 7 U (U2, m,), onde 7, € II(C) para todo n.
Agora, para cada n, existe um conjunto C, € C tal que # € C,, e C, N7, = . Seja
C =N, Cy, entdo T C C e CNm, =0 para todo n. Assim,

cnsy = cm[ ([‘j )

n=1

Logo, m € C, isto é, II(C) C C. a

Exercicio 6.18

Seja C uma subdlgebra contendo Sp para todo P € P e II(C) uma partigao suficiente.
Mostre que C é suficiente por par.

Sugestao: mostre que IT* = II(F). Utilize o Exercicio 6.16 e o Lema 6.1 para concluir

que F C C.

Teorema 6.5
Seja C uma subélgebra contendo I1(C), com II(C) suficiente. Entao, para cada P € P,
existe uma fungao nao negativa C-mensuravel hp e uma fungao g nao negativa, indepen-

dente de P tal que

(6.2) P(x) = hp(x)g(x)
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para todo x € X'. Reciprocamente, se cada P € P é fatorado como em (6.2), entao II(C)

estd contido em C e II(C) ¢é suficiente.

Demonstracao

Para provar a primeira parte do teorema, escolnemos P € P. Como II(C) é suficiente,
temos a partir do Teorema 6.1 que existe g tal que P(x) = g(z)P(m,) para todo z € X
e P € P, onde 7, é a parte de II(C) que inclui z. Definindo hp(z) = P(7,), v € X, e
notando que S, é reunido enumeravel de partes de II(C), conclui-se a primeira parte da
prova. De fato, h,(z) = 0se x € Sy, pois g(x) > 0. Portanto h, é mensuravel com respeito
a qualquer subalgebra contendo S,, em particular, com respeito a C, pois II(C) C C e S,
¢ reuniao enumeravel de partes de II(C).

A segunda parte do teorema & provada como segue. Dado que C C A(II(C)) (Proposigao
2.4) e que cada parte de II(C) é um atomo de A(II(C)), temos que hp é constante em
cada parte de II(C). Seja m € II(C). A partir da condigao 2, na Definigao 6.1, temos que
g(x) > 0 para todo z € X e P(m) > 0 para algum P € P. Para tal P temos, somando a
ambos os lados da identidade 6.2, que

Y P(x)=hp(x) Y glx)=a)_ g(x),

xem xem rem

onde « é o valor constante de hp sobre 7. Portanto,

P
EmETrg(x) '
Fazendo ¢,(z) = Zg(gjg)(yf temos que P(z) = gi(x)P(mw). Logo, II(C) é suficiente.
yem

Agora, a partir da identidade 6.2, temos que Sp = {z : P(z) > 0} = {z : hy(z) > 0} € C,
para todo P € P, pois hp é C-mensuravel. Consequentemente, pelo Lema 6.1, I1(C) C C.
O

6.2 O PAPEL DA SUFICIENCIA NA TEORIA DE AMOSTRAGEM
CLASSICA

As principais caracteristicas dos procedimentos utilizados na amostragem classica po-

dem ser resumidas como segue:
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i)

ii)

iii)

iv)

vi)

existe uma populagao finita de N unidades, cujos membros sao rotulados pelos

inteiros 1,2,..., N. Tal populacao é denotada usualmente por P = {1,2,... N},

associada a i-ésima unidade em P, existe uma caracteristica (ou vetor de carac-
teristicas) X; desconhecida. O estado desconhecido da natureza é 0 = (Xi,..., Xy)

e o pesquisador conhece o conjunto © de possiveis estados da natureza;

o problema de amostragem surge quando o estatistico planeja ganhar informacao a
respeito de alguma quantidade populacional 7 = 7(0) observando as caracteristicas
de um subconjunto s = {iy,ia,...,i,} (n < N) de unidades selecionadas de P
(para alguns tipos de planejamento, por exemplo, amostragem com reposigao, é

conveniente pensar s como seqiiéncia);

o processo de selecao é definido por uma funcao de probabilidade p definida sobre
J ={s:sCP}. Opar (J,P) é chamado de planejamento amostral. A escolha do
plano usualmente depende de consideragoes de custos e um certo conhecimento a

priori C' (por exemplo, informagao de varidveis auxiliares de cada uma das unidades
em P);

o dado d = {(i,z;) : i € s}, onde x; é a caracteristica observada na i-ésima unidade
da populacao, é obtido apds a execucao do planejamento amostral. O dado d é

utilizado para se fazer inferéncias a respeito de alguma quantidade populacional

7 =7(0);

as inferéncias estao ligadas ao planejamento amostral, referindo-se fundalmental-

mente a variancia e vicio de estimadores (fungoes de d) sob o plano amostral (7, p).

Até aqui pode ser notado que a teoria de amostragem classica considera o método

utilizado para selecionar a amostra como a principal fonte de aleatorizacao que define a

estrutura estocastica para inferéncia. Sob esta abordagem, raramente sao mencionados

conceitos de inferéncia estatistica como suficiéncia, verossimilhanca, completividade etc.

(veja por exemplo “Sampling techniques” de W.G. Cochrane), embora exista um espago

paramétrico © bem definido e uma fonte de aleatorizagao sobre o espaco X de possiveis

dados d.
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Basu (1967, 1971) foi um dos primeiros a formalizar a teoria de amostragem cldssica
através da estrutura estatistica (X,.A,P), notando que aleatorizagao torna possivel con-
siderar o conjunto s e entao o dado d com um elemento aleatério. Seguindo Basu (1967),
o espaco amostral X' induzido pelas caracteristicas da amostragem classica é definido por
X = {(i,z;) :i € s}; s €S, (v1,...,2n) € ©}. Notemos que cada d € X informa
exatamente algumas das X-coordenadas do vetor . Seja ©4 o conjunto de pontos no
espago paramétrico consistentes com d, isto é, O, = {(X1, Xo, ..., Xn) € O : X; = 1,
para cada i € J}. Logo, se § € ©4, a probabilidade de se obter o dado d é exatamente a

probabilidade de selecao do subconjunto s, i.é

_ [p(s/8) sefecO
Pe(d)_{() seﬁgz'@j.

Note que escrevemos p(s/@) para denotar a probabilidade de sele¢ao do subconjunto s € S.
De fato, o plano de selecao poderia depender de f. Contudo, em situacoes tipicas de
amostragem p(s/6) é constante em @, para cada § € ©. Tendo isto em consideragao,

podemos escrever
[ p(s) seB € By
Pe(d)_{O se 0O, .

Isto leva a seguinte caracterizacao de um modelo de amostragem.

Definicao 6.2
O modelo (X, A,P), com P = {Fy: 60 € ©} é chamado modelo de amostragem, se o

modelo ¢ discreto e se Py(d) é uma constante para cada 8 € ©,4, onde
04 ={0€©:Fpy(d) >0} .

Note que o modelo de amostragem nao expressa nenhuma relacao entre as unidades
amostradas e nao amostradas a nao ser pelo fato de que estas tdltimas poderiam ter
sido selecionadas com probabilidade positiva. A fungdo de verossimilhanga é nao infor-
mativa, pois todas as componentes nao observadas de € tém a mesma verossimilhanca.
Por exemplo, suponha que N = 4 e que uma amostra aleatéria simples de tamanho 1
¢é selecionada. Suponha também que a unidade 1 foi selecionada com valor observado

X7 = 10. Neste caso, a funcao de verossimilhanga é dada por

se @ € @{(1710)}
se 6 & @{(1,10)} )

(@R

LOI{(1,10)}) = {
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onde O 10y = {(X1, Xy, X3, Xy) € IR* : X; = 10}. Note que a fungao de verossimilhanga
é constante e positiva para cada 8 € Oy 1)} (homeomorfo a IR*). Uma das conseqiiéncias

deste fato é que o estimador de maxima verossimilhanca nao é unico.

Exercicio 6.19

Considere uma populagao finita P = {1,2,..., N}. Seja X; a caracteristica associada
(real valorada) a i-ésima unidade populacional. Suponha que para se obter informagao
sobre uma quantidade populacional 7 = 7(8) o seguinte planejamento amostral é levado
a efeito: “selecione a unidade 1 e observe Xj. Se X; é maior que b (conhecido), entao
escolha a unidade N”. Para este planejamento explicite a estrutura estatistica (X, A, P)

no sentido da Defini¢ao 6.2.

Exercicio 6.20
Considere o modelo de amostragem da Definicao 6.2. Um estimador nao viciado de

7(0) é uma estatisticaa F' que satisfaz a identidade
Eg(F)=C(0), paracadafe©O .

Seja Ty, = SN | b;I;X;, onde b € RV e

['_{1 set € s
l0 seigs .

i) Encontre as expressoes para Ey(Ty) e Varg(Th).

ii) Encontre expressoes para b; de tal forma que T}, seja um estimador nao viciado de

iii) Seja 6y = (X1, ..., Xox) um ponto arbitrario em © = RN e
Ty = ©5, I L(X — Xi) + 2, X, onde II; = Py (I; = 1). Mostre que Tj ¢
um estimador ndo viciado de 7(6) = ¥, X; e calcule Varg (T). Compare com

Varg (Ty,), onde T}, € o estimador encontrado em ii). Comente o resultado

Teorema 6.6
Se (X, A,P) com P = {Fy:0 € O} ¢ um modelo de amostragem, entao a particao

suficiente minima é a particao induzida pela funcao que leva d — 0y.
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Prova

Segue da Definicao 6.2 e do Teorema 6.2.
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Observacao

Note que se d,d’ € X, entdo ©4 = Oy se, e somente se, d = d’. Logo, IT* = {{d} :
d € X}. Portanto, a partigao induzida pela funcao F' definida por F(d) = {x; : i € s}
nao é suficiente. De fato, sem a informacao dos rétulos nao é possivel especificar a quais
coordenadas de @ correspondem os n valores observados.

O leitor terd oportunidade de mostrar no préximo capitulo que a estatistica (partigao)
suficiente minima no Teorema 6.6 nao é completa. Isto tem importantes conseqiiéncias
com relacao a existéncia de estimadores nao viciados de variancia uniformemente minima

(Basu, 1971).

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Considere uma populagao formada por 100 elementos. Seja § = (Y7,Ys, ..., Yi00) O
vetor de caracteristicas populacionais e 7(0) = >1°1Y; a quantidade populacional
¢ da

de interesse. Suponha que sabemos que existe ig € {1,2,...,100} tal que Y;,

ordem 10'Y (o valor de 7y é desconhecido) e que 0 <Y; < 1 se i # ig.
Com o objetivo de obter informagao a respeito de 7(8), uma amostra de tamanho
n, s = {i1,...,i,}, é selecionada ao acaso e sem reposicado da populagdo. Suponha

que vocé deve escolher entre as duas seguintes estatisticas para estimar 7(0).

Vi
Ti(d) = 100221 :
n
e
Eﬂ"e.s Yi
Ty(d) = Vi, +99—20— seip € s

1010 + 992 ge iy o s
a) Determine Eg(Ti(d)) e Eg(Ti(d) —7(6))? i =1,2.
b) Qual dos dois estimadores parece mais apropriado? Comente.
¢) Suponha que vocé pode escolher entre uma amostra que contenha iy e outra

que nao a contenha. Qual das duas amostras vocé escolheria e porquée?

2. Suponha que uma maquina produza N itens em um particular dia. Seja Y; o indi-

cador de item defeituoso, isto é, Y; = 1 se o i-ésimo artigo produzido pela maquina
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¢é defeituoso e Y; = 0 em caso contrario. Sabe-se que a partir do momento em
que a maquina produz o primeiro item defeituoso, ela continuara produzindo sé
itens defeituosos. No final do dia interessa estimar o nimero total de itens defeitu-
osos produzidos pela maquina. Se § = (Y1,Ys,...,Yy), entdo 7(0) = SN V; =
N —max{i € {1,...,N}:Y; =0}.

i) Mostre que existe uma correspondéncia biunivoca entre 7() e 6.

ii) Encontre o estimador (es) de maxima verossimilhanca de 7(8) baseado numa
amostra de tamanho n, selecionada mediante um planejamento amostral p,
qualquer. Ilustre o resultado com N = 100 e uma amostra de tamanho 4 que
forneceu os seguintes dados: d = {(17,0), (24,0), (40, 1),(73,1)}.

iii) Considere o seguinte planejamento amostral: selecione a unidade [%] (onde
[-] denota a fungdo maior inteiro). Se Y[ y) = 1 selecione a unidade {%},
em caso contrario (Y[%} = 0) selecione a unidade {3%}. Se a unidade [%]
foi selecionada e Y[ N = 1, entao selecione a unidade [%] em caso contrario
(Y[%] = 0) selecione a unidade {3%}. Se Y[B%] foi selecionada e )/[3%] =1
selecione a unidade {5%}, em caso contrario (Y[3 y) = 0) selecione a unidade
{7%}, e assim sucessivamente. Formule o modelo estatistico associado a este
procedimento e encontre o estimador (es) de méxima verossimilhanca de 7(6).

[lustre o procedimento com N = 100 e compare com os resultados obtidos em

ii).
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CAPITULO 7

APLICACOES DE SUFICIENCIA

O conceito de estatistica suficiente é essencial para a teoria classica de inferéncia es-
tatistica. Nas segdes (7.1) e (7.2) deste capitulo serao discutidas algumas aplicagoes de
suficiéncia nas teorias de estimagao e teste de hipéteses. Na segao (7.3) apresentamos os
teoremas de Basu (1955, 1958). Estes resultados nos permitem, entre outras coisas, iden-
tificar a independéncia entre duas estatisticas. As nocoes de ancilaridade e completividade
serao de utilidade para este propdsito.

Ao longo deste capitulo assumiremos uma estrutura paramétrica para a familia de

medidas de probabilidades, dada por P = {F : § € O} onde © é o espago paramétrico.

7.1 TEORIA DA ESTIMACAO

Considere 7(f) uma fungdo paramétrica assumindo valores reais, 7: © — IR. Seja T
uma estatistica a qual denominaremos estimador de 7(#). Para cada valor observado x €
X, T(xz) =t é denominada estimativa de 7(f). Nosso objetivo é estimar 7(6) (constante
desconhecida) através do valor t. E claro que temos uma perda nesse processo, que
serd dada por uma fun¢do nao negativa W(t,6). Para cada valor 6 fixado, W (t,0) ¢é

Ar-mensuravel e portanto A-mensuravel. O risco de um estimador serd medido pela
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esperanca da fungao perda, quando esta esperanca existir.
(7.1) 1r(0) = Ep,[W(T,0)] .

Considere 7 a classe dos estimadores de 7(0) tal que (7.1) estd bem definido. Nesta
classe é possivel fazer a comparagao dos estimadores através de seus riscos. Como veremos

a seguir, segundo este critério, um estimador étimo deve ser uma estatistica suficiente.

Teorema 7.1
Seja W uma funcao perda, convexa. Se C é uma subalgebra suficiente, entao para

todo T' € 7T, existe Ty € 7 C-mensuravel, tal que
11,(0) < r(0) . VO EO.

Prova
Considere T' € T e defina
Ty = Ep,[T|C] .

Como C é suficiente, T nao depende de 6. Portanto, Tj esta bem definido como estimador.

Pelo fato de W ser convexa, utilizando a desigualdade de Jensen, temos
W (Ty,0) = W(E[T|C],0) < E[W(T.6)[C] .
Aplicando a esperanca dos dois lados da desigualdade, temos

11(0) = EW (T, 0)] < E[E(W(T,0)|C)] = vr(0) -

Este teorema é conhecido como teorema de Rao-Blackwell. Nossa proxima etapa é ap-
resentar o teorema de Lehmann-Scheffé (1950), que garante a existéncia de um estimador

otimo. Para tal, é necessario antes introduzir alguns novos conceitos.

Definicao 7.1

Um estimador T' é nao viesado para 7(f) se

Ep(T)=1(0), V9cO.
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Seja T a classe dos estimadores nao viesados para 7(6) tal que Ep,(T?) < oo

Definicao 7.2
Um estimador 7Tj é denominado Estimador Nao Viesado de Variancia Uniformemente
Minima (ENVVUM) de 7(6) se para todo T' € 7y,
Ep,(Ty — 7(0))* < Ep,(T —7(0))*, VOe€O.

Isso significa que considerando a perda quadratica W (T,0) = (T — )%, o ENVVUM ¢

o estimador de menor risco na classe dos estimadores nao viesados.

Definicao 7.3
Uma subalgebra C é (limitadamente) completa se para toda fungao g (essencialmente

limitada) C-mensuravel, tal que
Eplg] =0, VoeO,
entao
9=0[P].

Uma estatistica T é (limitadamente) completa se A é (limitadamente) completa.

Exemplo 7.1
Considere o modelo (IN,IP(IN),P), onde P = {Fp : § € {1/4,1/2}} e Py ¢é Binomial
comn =2ep=0elP(IN)éo conjunto das partes dos nimeros naturais. Vamos mostrar
que IP(IN) nao é completa.
Seja g uma funcao essencialmente limitada, tal que
[gar =0, 0e{1/41/2)
X
= g(0)(1—0)* +29(1)(1 - 0) + 9(2)0* =0
= g(0)(1 —20+6%) +29(1)(0 — 6*) + g(2)8*> =0
= [9(0) —29(1) + g(2)16? + [9(1) — g(0)]2g + g(0) = 0

Considere g(0) =1, g(1) = —2 e ¢g(2) = 3 de modo que as raizes da equagao acima sejam
Z e 5, entao
(7.2) 80> —60+1=0, VOc{1/4,1/2}
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Logo, IP(IN) nao é limitadamente completa e portanto ndo é completa.

Vamos alterar um pouco o problema considerando agora P = {Py : 0 € {%, i, %}}
Neste caso, ndo é mais possivel garantir a validade de (7.2); isto é, nao existe g # 0 tal
que a equagao do segundo grau se anule. Logo, para este novo modelo IP(IN) é completa.

Observe que a nogao de completa estd diretamente ligada a familia de medidas de prob-

abilidades. A palavra completa estd associada a complementagao do espaco paramétrico.

Talvez o mais adequado seja dizer que a familia de medidas de probabilidades é completa.

Teorema 7.2
Seja Ty uma classe nao vazia de estimadores nao viesados para 7(0) tal que Ep,[T?] <
0o, VI € Ty. Se C é uma subalgebra suficiente e completa, entao existe um ENVVUM

para 7(f) C-mensuravel, que é essencialmente unico.

Prova
Considere T € 7, e defina
Ty = Ep,(Th|C)

claramente T, € 7.

Pelo Teorema 7.1, VT € Ty, 3T = Ep,[T|C] tal que
Ep,(T* —7(0))> < Ep,(T —7(0))*, V0€O.
Por construcao, T é C-mensuravel e nao viesado. Portanto,
Ep|To—T*]=0, VoeO.

Como C é completa, segue que
To=T"[P].

Logo, VT € Ty,
Ep, [Ty —Z(0))? < Ep[T —Z(9)?, V9€O.

Portanto, T, ¢ ENVVUM para Z(0). O

O 1ltimo teorema desta secao, também devido a Lehman-Scheffé, propicia um novo

critério para a determinacao de uma subalgebra suficiente minima.
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Teorema 7.3
Se C é uma subalgebra suficiente e limitadamente completa, entao C ¢ suficiente

minima.

Prova

Considere C uma subalgebra suficiente e limitadamente completa. Devemos mostrar
que C C D [P], VD suficiente.
Considere C € C e g = E[I¢|D] e h = E[g|C]. Temos que

/chpgz/gdpgz/hdpg, Voeo.
X X X

Logo,
/(Ic—h)dP9:0, Voeo.
X

Ic — h é uma funcao C-mensuravel e limitada. Por hipotese, C é limitadamente completa,
entao

Ie=h[P].

Agora, pela desigualdade de Jensen,

E(g*) = E(E(I¢/D)*) < E(E(I¢/D)) = E(I¢)

E(h*) = E(E(g/C)*) < BE(E(¢%/C)) = E(¢%) .

Logo,
E(I¢) = E(g°) = E(I?) . (7.2)

Mas, Ic = h [P], portanto, de (7.2), temos que
E(I¢) = E(¢*) = E(h?) . (7.3)
Por outro lado, pelas propriedades da esperanca condicional, temos que

E(I¢) = E((Ic - E(Ic/D)*) + E(E(Ic/D)?)
= B((Ic —9)*) + E(¢°) -

Consequentemente, a partir de (7.3) segue que

E((Ic —g)*) =0
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e portanto Io = g [P].
Seja D = {x : g(xr) = 1}. Entao D € D e C' = D [P], concluindo-se assim a prova. O

O exercicio a seguir mostra que a reciproca do teorema acima nao é verdadeira.

Exercicio 7.1
Considere o modelo de amostragem definido no Capitulo 6. Seja T uma estatistica
de (X, A) em (X, .A) definida por T'(d) = d (isto é, T é a estatistica suficiente minimal).

Mostre que 1" nao é completa.

Exercicio 7.2

Considere, novamente, o modelo de amostragem do Capitulo 6. Seja T = T'(d) um
estimador (assumindo valores reais) nao viesado do parametro Z(6) (assumindo valores
reais), e §y € © um ponto arbitrario fixado. Mostre que sempre é possivel encontrar um
estimador Ty nao viesado tal que Ey,(Ty — Z(0))? = 0.

Comente a respeito da existéncia de estimadores nao viesados de variancia uniforme-
mente minima (ENVVUM) no modelo de amostragem.

(Sugestao: defina Ty = T'(d) — T'(do) + Z(6p), onde dy é o dado associado a 6.)

Exercicio 7.3
Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatorias independentes com distribuicao comum
Ul0,6], 6 > 0. Prove que T' = (1 + %) maxi<;<,{X;} é um estimador nao viesado de 6

cuja variancia nao é superior & do estimador definido por S = 2X.

Exercicio 7.4

Sejam X1,...,X,,; Yi,...,Y, independentes e normalmente distribuidas N(u,0%) e
N(u,03), respectivamente (o2 > 0, 053 > 0, p € R). Seja Z = (X1,..., X0, Y1,...,Y,)
e (Z,A,P) o modelo estatistico induzido por Z. Mostre que T' = (X7, X;, 7, X2,

n n . - : ~
51 Y, 2, Y;) é uma estatistica suficiente que nao é completa.

Exercicio 7.5

Considere o espago estatistico (X, A, P = {Fy : § € ©}). Seja C uma subalgebra
suficiente e limitadamente completa. Prove que se f € Lyo(X,.A, Py) tal que Eyp(f) =0,
VO € ©, entao Ey(f,g9) =0, Vg € Loo(X,C, Fp), Vb € O.
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Exercicio 7.6

Seja U a classe de distribuigoes uniformes sobre intervalos finitos e seja P a classe
de combinagoes convexas de um numero finito de distribui¢oes em U (isto é, P € P se
P=Y" 0P, " ;=1 a;>0paracadai=1,...,ne P, €U). Se Xy,..., X, sdo
varidveis aleatérias independentes com lei comum P € P. Mostre que T'= (XM ... X©®)

o vetor de estatisticas de ordem é suficiente e completo.

7.2 TEORIA DE TESTE DE HIPOTESES

Nesta secao o objetivo é estudar procedimentos para testar hipoteses a respeito do

parametro ¢, do tipo abaixo

Hy: 0 € 0y C0O; hipdtese nula,

Hy: 0 € ©0\O; hipdtese alternativa.

Considere a fungao teste ¢ : X — [0, 1] que fornece a probabilidade de rejei¢ao de Hy

para cada valor observado x € X.

Exemplo 7.2
Considere a estrutura (Ry,B;,P), onde P = {P,, : p € R,0 € RT} ¢ P,, ¢ a

medida produto de n Normais independentes e identicamente distribuidas com média u

e variancia o2.

{Hoz,u:() ,o0>0
Hi:p#0 ,0>0

px)=41 el =314
0 , caso contrario,

onde T é a mediana amostral e r a amplitude de variagao amostral.

O poder de um teste estatistico ¢ dado por Ep,[¢]. No exemplo (testes nao aleator-
izados) o poder do teste é a probabilidade de um valor observado z pertencer a regiao

critica (regido de rejeicao da hipdtese Hy).
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Teorema 7.4
Se C é uma subalgebra suficiente, entao para toda fungao teste ¢ A-mensuravel existe

uma funcao teste ¢ C-mensuravel, tal que

Ep,[V] = Ep,[p] , ¥9€0O.

A prova do Teorema 7.4 fica como exercicio para o leitor. Sugestao: faga ¢ = E[p|C].

Com relagdo ao exemplo anterior, sabemos que (X,S) é suficiente para a familia
normal. Portanto, existe uma funcio teste baseada em (X, S) com o mesmo poder de ¢.

Os lemas a seguir serao de utilidade para estabelecer uma reciproca do Teorema 7.5.

Lema 7.1
Seja ¢ uma medida finita em (X, A) e {A, : @ € A} uma colegao arbitraria de

conjuntos disjuntos de A. Entao, S = {a: u(A,) > 0} é enumeravel.

Prova

Considere u(X) = K < o0 e S, = {a : u(As) > £}, n € IN. Vamos mostrar que S,
tem no maximo (nK — 1) elementos e portanto é finita.

Suponha que S,, contenha nK elementos. Utilizando o fato dos Aai’s serem disjuntos,

temos
nK nkK 1
1 (U Aai> =Y u(Ay) >nK-— =K,
i=1 i=1 n
o que contradiz a hipétese inicial.

Para finalizar, basta considerar S = ;2 ; Sy. O

Lema 7.2

Se E/ é um conjunto enumeravel de niimeros reais, entao E¢ é denso.

Prova
Dado r € IR, vamos mostrar que Ve > 0, dJy € E€ tal que r —e <y <r +e.
Suponha que nao exista tal ponto y. Neste caso, (r —€,r +¢) C E, o que contradiz a

enumerabilidade de F.
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Portanto, r € E, onde E° denota o fechamento de E¢. Isto significa que R = E°. O

Teorema 7.5
Seja P uma familia dominada. Se para qualquer fungao teste ¢ A-mensuravel existe

uma funcao ¢ C-mensuravel tal que
Ep, () = Ep,(p) , V0 € ©;
entao C é suficiente.

Prova

Considere Py e P, em P e () = %(Pl + P,). Para k > 0, definimos o teste ¢ como

1 se %(x) >k
pla) = {O se G5 (x) <k .

Pelo lema fundamental de Neyman-Pearson, ¢ é um teste mais poderoso de nivel
a = Eg(p). Por hipdtese, existe um teste 1) C-mensurdavel com o mesmo nivel o e com
o mesmo poder. Portanto, aplicando o lema de Neyman-Pearson novamente temos que
¢ =[Q].

Seja By, = {z : %(IE) = k}. Segue do Lema 7.1 que K = {k : Q(By) > 0} é
enumeravel.

Para todo k € K, temos que Q(Bg) = 0 e portanto o conjunto {z : %(m) < k} é
C-mensuravel, (Q-essencialmente.

Pelo Lema 7.2 temos que K¢ é denso. Entao, para todo k € K, existe uma seqiiéncia

crescente { K, },>1 de K¢ que converge para k e portanto o conjunto

Ui <4 = U gt <o)

é C-mensuravel, ()-essencialmente.
Pelo Lema 4.4 temos que C ¢ suficiente por par. Como por hipétese o modelo é

dominado, segue que C é suficiente.
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7.3 OS TEOREMAS DE BASU

O que denominamos teoremas de Basu sao trés teoremas que relacionam os conceitos
de suficiéncia, ancilaridade e independéncia estatistica. D. Basu estabeleceu condigoes
sob as quais dois desses conceitos implicam num terceiro.

Uma subélgebra D de A é ancilar se, para todo D € D, Py(D) é constante, VP € P.

A independéncia estatistica difere da probabilistica pelo fato de trabalharmos com
uma familia de medidas de probabilidades. Assim, diremos que duas subdlgebras C e D

sao estatisticamente independentes se, VC € C
Py(C|D) = F(C) [P] .

Duas estatisticas T e S sao estatisticamente independentes se e somente se Ar e Ag

forem estatisticamente independentes.

Exercicio 7.7

Mostre que C e D sao estatisticamente independentes se, e somente se,

Py(CN D)= Py(C)Py(D) [P], YCeEC,VDeED.

Exemplo 7.3
Considere (Ry,B1,P), onde P = {Py: 0 € Z} tal que Py(x) = Ijpgi1((x).
Considere Y (z) = [z] o maior inteiro de z.

Se Ae BieD,={re€R:Y(z) =y}, onde y € Z, entao
By(ANDy) = Py(A)p=yy = Po(A) Fy(Dy) -

Logo, X e Y sao estatisticamente independentes. No entanto, observando X = 3.2, o
que podemos dizer a respeito de Y? Claramente, Y = 3. Mas, X e Y nao sao indepen-
dentes?

A independéncia entre as estatisticas X e Y é condicionada ao conhecimento de 6, isto
é, ela é valida para uma dada medida de probabilidade fixada Py. O que ocorre usualmente
em problemas estatisticos é o desconhecimento de 6 e portanto variaveis independentes

podem fornecer informacoes relevantes, uma a respeito da outra.
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Teorema 7.6 (Basu, 1955)
Seja C uma subélgebra limitadamente completa e suficiente para (X',.4,P). Se D é

uma subdlgebra ancilar, entao C e D sao estatisticamente independentes.

Prova

Considere D € D. Pela suficiéncia de C sabemos que existe uma f = E[Ip|C] tal que
Py(D) :/depe . Voeo.
Pela ancilaridade de D, Py(D) = k (constante em relagao a 6). Portanto,
/X(f—k)dPQ:O, Voeo
onde (f — k) é C-mensuravel. Pela completividade de C, temos que
f=k[P].

Isto é,

Py(D|C) = Ey[Ip|C] = Py(D) [P], VDeD. 0

Exemplo 7.4

Considere (R, B,,P), onde P = {P : § € IR} ¢é a familia de medidas de probabili-
dade Normal n-variada gerada por n observacoes independentes Normais com média 6 e
variancia 1.

Vamos mostrar que, nesse caso, as estatisticas X (média amostral) e S? (variancia
amostral) sao estatisticamente independentes.

O modelo é dominado pela medida de Lebesgue e sua funcao densidade é

n (xi79)2

fo(x1, ... 2n) = (2%)_”/2@_21-:1 3

— (QW)—n/Qe*%[ L 1272%}7”92]

n a2

= (271')7”/267 Diet e

OnX —no?
2

Pelo teorema da fatoracao, X ¢ suficiente.
Seja PX a familia de medidas induzida por X. Para Qp € PX, sabemos que Qp tem

distribuicao N (6, 1).
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Seja f uma funcao Borel mensuravel, tal que

(y—

/]RfdQe =0= /_:O f(y)2mn]e” 5 dy = 0.

Fazendo uma transformagao de variaveis e utilizando a unicidade da Transformada de
Laplace, temos que f =0 [PY]. Logo, X é completa.
A ancilaridade de S? provém dos seguintes fatos:

n n

) (n=1)8*=> (2, — X)* =D (z; — 0> —n(X — 0)%

i=1 i=1

ii) (X —0)e (x; —0),Vi=1,2,...n, tém distribuigao N(0,1).

Portanto, (X — 6)? tem distribuicao Qui-quadrado com 1 grau de liberdade e
o @ tem distribui¢ao Qui-quadrado com n graus de liberdade. De (i) temos que
(”—;1)52 tem distribuigao Qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade, logo S? é ancilar.

A independéncia de X e S? é aplicacdo do Teorema 7.6.

Exemplo 7.5
Considere X1, Xy, ..., X, 11 variaveis aleatorias estatisticamente independentes com
distribuicdo Gama (o, 3), 1 = 1,2,...,n + 1, respectivamente. Sejam,
n+1 X
S=>X; e Yk:?k, k=1,2,....n+1.
i=1
Neste caso, o vetor Y = (Y7,...,Y,,) tem distribui¢do de Dirichlet com parametro
(Oél, Ao, ... ,Oén_H).
Fixado ay = (a1, ag, ..., a,41), € facil verificar que S é suficiente e completa para [3.

E é claro que Y é ancilar para . Logo, Y e S sao estatisticamente independentes.

Exemplo 7.6
Considere (R,,, B,,P), onde P é a familia de Normais n-variadas com covariancia zero
d N . /dn oA . 2
gerada por n Normais com média p e variancia o°.
Sejam X e S? as estatisticas média e variancia amostrais, respectivamente. Além
disso, considere 7 uma varidvel aleatéria N(0,2) e s* uma v.a. tal que (n — 1)s? tem

distribui¢ao Qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade.
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Vamos definir as variaveis vy, ys, . . ., ¥, pela seguinte transformacao:

yi—y Xi—X
s S

parat=1,2,....,n .

Nosso objetivo é mostrar que yi,¥s,...,¥y, sao estatisticamente independentes com
distribuigao comum N (0, 1).

Nao ¢é dificil mostrar, utilizando o teorema da fatoracao e a unicidade da transformada
de Laplace que (X, S?) é suficiente e completa para (u, o?).

Seja W1 = (21,2, ..., ZKk_1), para K =2,3,...,n, onde Zi:X’LEY, 1=1,2,...,n.

Observamos que Wx_; é invariante escala e locagio e portanto é ancilar para (u, o?)

que sdo, respectivamente, parametros locagao e escala (Proposigao 8.3.2). Logo, pelo Teo-

rema 7.6, Wi e (X, S?), para k = 2,3, ..., n, sao estatisticamente independentes. Além
disso, Wx_1 € independente de Xx e Zx = @ Portanto, Wi _; é estatisticamente

independente de Zg, para K = 2,3,...,n. Logo, Zy,%2s,...,Z, sao estatisticamente
independentes.
Por construcao, temos que

Yi=2is+7 .

Se observarmos s e ¥, z; ¢ uma fungao linear de Z;, i = 1,2,...,n. Logo, as y,4 sao
estatisticamente independentes e claramente sao identicamente distribuidas.

Finalmente, devemos mostrar que cada y; tem distribuicap Normal com média zero e
variancia 1.

Observe que
n n
Z iy =Y Z @ ,
i=1 i=1
onde 7 é N(0, %) Portanto, para toda seqiiéncia de nimeros reais {a;}!; temos que
Yo a;y; tem distribuigao Normal. Logo, pelo Teorema de Cramer-Wald, temos que cada

y; deve ser Normal. Se considerarmos a; = 1, Vi, concluimos finalmente que y; é N(0,1),
Vi.
Exercicio 7.8

Verifique ou discuta porque nao sao vélidas as seguintes relagoes:

(a) No modelo Normal n-variado com covariancia zero origindrio de variaveis N (u, 0?),

considere X a média amostral e S o desvio padrao amostral. As estatisticas % e S
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sao estatisticamente independentes.

(b) Xy, Xs,..., X, sdo varidveis independentes e identicamente distribuidas N(0,1).
Neste caso,
XQ X3 Xn
e P mm T YT e,
1 n—1
! 2 n—1

sao mutamente independentes.

Exercicio 7.9
Considere o espago estatistico (X, A, P = {P : § € O}). Seja D uma subalgebra
ancilar e independente da subdlgebra J = o(A — D) para todo 6 € ©. Mostre que J é

uma subélgebra suficiente.

Definicao 7.4
Duas medidas de probabilidades P; e P, em (&X,.A4) sdo sobrepostas se, para cada
A € Atal que Pi(A) =1, entao P»(A) > 0.

Observe que tal propriedade é simétrica.

Definicao 7.5

Uma familia P de medidas de probabilidades é conectada se para todo para Py, P,
em P, existem Py, P,,..., P, em P, com ¢; = 0; 0, = o en € N, tais que I, e Py, ,
sao sobrepostas parai=1,2,...,n— 1.

Observe que duas medidas sobrepostas devem ter uma interseccao nao vazia entre seus

suportes.

Exemplo 7.7
Considere o modelo (Ry, By, P), onde P ={Fy:0 € Z} e Py é uniforme em [0, 6 + 1].
Seja A = [0, 1], temos que Py(A) =1e Py(A) =0, V0 € Z, 6 # 0.
Logo, nao existe 0 € Z — {0} tal que Py(A) > 0. Portanto, a familia ndo é conectada.
Se alterarmos o espago paramétrico para © = {k/2 : k € Z} a familia serd conectada.

Observe a interseccao entre os suportes das medidas Py e Py, 15, V0 € ©.

Exemplo 7.8 (Basu, 1958)
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Sejam C e D subdlgebras tal que C é suficiente para (X, A, P) e estatisticamente

independente de D. Se P é conectada, entao D ¢é ancilar.

Prova

Seja D € D. Pela suficiéncia de C podemos escrever
Pg(DﬂC):/ fdp,, voeO, voecC,
B

onde f é C-mensuravel e nao depende de 6.

Por outro lado, pela independéncia entre C e D, temos que
Py(D N C) = Py(D)Py(C) = / PyD)dP,, V0O, VCeC.
c

Portanto,

Fy(D) = [ [F] - (7.4)

Considere P, e P, medidas sobrepostas. Neste caso, existe o € Ay, N Ay,, onde Ay,
é o suporte de Py, i = 1,2. Entdo, para pelo menos um ponto xz, vale a igualdade (7.4) e
portanto
Py, (D) = Pp,(D) .
Considere agora que P, e P, sao conectadas. Neste caso, existem Py,, Py, ..., Py, _,

tais que Py, e I, , sao sobrepostas, : =1,2,...,n — 1. Portanto,

Pgl(D):Pg D), ‘v’i:i,Q,...,n—l.

i+1(

Logo, Py, (D) = Py, (D). Isso implica na ancilaridade de A. Como A é um conjunto

arbitrario em D, temos que D ¢é ancilar. O

Definicao 7.6
A € A é um conjunto separador se, V0 € O, Py(A) = 0 ou Py(A) = 1 e para pelo
menos um par 6q, 6, € O, temos que Py, (A) = Py, (A°) = 1.

Teorema 7.8 (Thomas e Koehn, 1975)
Seja C uma subdlgebra suficiente para (X,.A, P). Toda subélgebra D estatisticamente

independente de C é ancilar se, e somente se, nao existe um conjunto separador em .A.

Prova
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Vamos mostrar que existe uma C nao ancilar < existe um conjunto A € A, separador.
(<) Suponha que exista A separador.
Sejam p = {0 € © : Py(A) =1} e S(x) = I4(z), Yz € X. Entao

Py(S(xz)=1)=1, sefeyp e
Py(S(x)=0)=1, sefey.

Para 0 fixado, S é essencialmente constante, o que implica na independéncia entre
As e qualquer outra subdlgebra. Em particular, podemos ter D = Ag estatisticamente
independentes de C. No entanto, D nao é ancilar.

(=) Suponha que exista D nao ancilar. Neste caso, existe D € D tal que para algum par
01,05 € O,
Py, (D) # Py, (D) . (7.5)

Pela suficiéncia de C e independéncia de D, temos
Py(B) = [ [IPy] ,

onde f é C-mensuravel.
Considere Ag = {x € X : Py(B) = f(x)} de modo que Py(Ay) = 1. De (7.5) temos
que existem 6; e O, € O tais que Ag, N Ag, = 0. Seja ¢ = {0 € O : Ay = Ay, }. Observe

que ¢° e p sao conjuntos nao vazios. Entao

96@0 = PQ(AQI)
96906 = PQ(AEI)ZPQ(AQ):1:>P9( 51):1

L,

Portanto, Ay, é um conjunto separador. O

E possivel estabelecer a equivaléncia entre os teoremas (7.7) e (7.8) nos casos do modelo

dominado e do modelo discreto. Para tal vejamos os dois proximos lemas.

Lema 7.3
Seja (X, A,P) um modelo discreto. A familia P é conectada se, e somente se, nao

existe um conjunto separador.

Prova
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Vamos mostrar que existe um A separador se, e somente se, P nao é conectado.
(=) Considere A um conjunto separador. Sejam
P = {Pg epP: P@(A) = 1}
Py = {PQGP:PQ(A):O}.
Observe que todos elementos de P; sao sobrepostos e o mesmo vale para P,. No
entanto, para P, € P, e Py, € P», tais medidas nao podem ser sobrepostas. Logo, o
modelo nao é conectado.

(<) Suponha que P nao é conectado.

Para cada 6y, 05, defina a seguinte relacao de equivaléncia,
Py, ~ Py, & Py, P, sao conectadas.

Fixado P, € P, considere Py = {Py € P : Py ~ P;}. Observe que Py = P — Py # (.

Além disso, sejam
Flz{Q:Peepl} e FQZ{H:PGGPQ}.

Seja Ay o suporte associado a medida Py, isto é, Py(Ag) =1 e VB C Ay, Pp(B) > 0,

entao
AglmA%:@, V91€F1, VO, €Ty .
Defina,
A= U Ap,
01

Como o modelo é discreto, a sigma-algebra associada é a das partes e portanto A é

mensuravel. E ainda,

Logo, A é um conjunto separador. O

Lema 7.4
Seja (X, A, P) um modelo dominado. A familia P é conectada se, e somente se, nao

existe um conjunto separador.
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Prova
Exercicio. Sugestao: use o fato da existéncia de uma familia enumeravel P, C P tal

que Py = P, no caso de P ser dominada.

Considerando os lemas anteriores, observe-se que a condi¢ao da familia conectada dada
pelo Teorema 7.7 é uma condicao necessaria e suficiente para garantir a ancilaridade no
caso dos modelos dominado e discreto.

Finalmente, apresentaremos o ultimo teorema de Basu, no qual ancilaridade e inde-

pendéncia implicam em suficiéncia.

Teorema 7.9
Seja D uma subalgebra ancilar e estatisticamente independente da subalgebra C. Se

C V D é suficiente para (X, A, P), entao C é suficiente para (X, A, P).

Prova

Considere H ={CND:CeC,D € D}.

Observe que H é fechado por intersecgoes finitas e C VD = o(H).

Seja H={A: A€CVDe [gladPs= [gE[I4|C]dP, VB € C, V0 € O}.

Nao ¢ dificil mostrar que H é um sistema Dinkyn. Além disso, H C H como veremos
a seguir.

Para Aec H,3Ce€Ce D e D talque A=CnND,

/]AdPQZ/ICdePQZ/](Bmc)mpdpg, BecC.
B B X

Considere B* = BN C € C. Da independéncia entre C e D e da ancilaridade de D,

resulta

[ 14daPs = [ IsapdPy= PuBYP(D) = [ (a—Ip)dP,
= [al.dp,, Weo, vBecC,
B
onde a = Ip é constante em relagao a 6.
A fungao al. é C-mensuravel é uma versao da esperanga condicional F[/4|C]. Logo,
HCH.

Pelo teorema de sistemas Dinkyn, temos que CV D C 'H e portanto CV D = H. Logo,
C é suficiente para (X,CV D, P).
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Por hipétese, CV D é suficiente para (X, A, P). Portanto, C é suficiente para (X, A, P)
(Teorema 3.1).

Note que o Exercicio 7.9 é uma conseqiiéncia direta deste iltimo teorema.
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CAPITULO 8

RELACOES ENTRE INVARIANCIA,
SUFICIENCIA E ANCILARIDADE

8.1 DEFINICOES E PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos o conceito de invariancia no contexto da Teoria Es-
tatistica. Nosso objetivo é estudar suas relacoes com outros conceitos tais como suficiéncia
fisheriana e ancilaridade.

Antes de dar alguma motivacao estatistica a respeito, precisamos de algumas definicoes
e notacoes.

Como sempre (X, A, P) serd nossso espaco estatistico.

Definicao 8.1
Dizemos que a transformagao g : (X, A) — (X,.A) preserva o modelo (X, A, P) se:
- g é 1-1 bimensuravel

- a familia de medidas de probabilidade induzida por g, coincide com P, isto é:
Py l=P VvPeP

Chamamos de G a classe de tais transformacoes g, é claro que G # (), pois a funcao

identidade é um elemento de G.
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Exemplo 8.1

Considerar X = IR*, A = B, e P a familia de medidas de probabilidade induzida
pelas v.a. X;, X, ..., X, independentes e todas com a mesma distribui¢io N(0,0?),
isto é, se P,2 € P tem-se que

1 -1
PO-2(B>—/B<27T71€XP{M¥I?}CZAH(X) y BGBn, 0-2>0

o
onde )\, é a medida de Lebesgue em IR"; entao algumas transformagoes g que pertencem
a G sao:
g (x) = (Jx1|P(x1), ..., |z,|P(x,)), onde x = (x1, ..., 2,), sendo & uma fun¢ao impar que
assume apenas os valores 1 e —1;

g (x) = Ax onde A é uma n X n-matriz ortogonal.

Exercicio 8.1

Considere a classe de fungoes G como foi definida anteriormente, munida com a

[P

operagao “o”, composigao de fung¢oes. Mostre que (G, o) é um grupo de transformagoes.

Definicao 8.2
Seja Ae A, eged.

O conjunto A ¢é dito g-invariante se g'A = A e a subdlgebra A(g) = {A € A :

g 1A = A} é chamada de subdlgebra de conjuntos g-invariantes. A(g) denotard o

completamento de A(g).
O conjunto A é dito essencialmente g-invariante se A € A(g).

O conjunto A ¢ dito quase g-invariante se P(AAg~'A) =0, VP € P, onde AAB =
(A\B) U (B\A), isto é, a diferenca simétrica entre os conjuntos A e B.

Exercicio 8.2
(a) Mostre que efetivamente A(g) é uma subdlgebra de A.
(b) Mostre que os conceitos de essencialmente g-invariante e quase-g-invariante sao

equivalentes
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Baseados na Definicao 8.2, consideramos trés subalgebras fundamentais para nosso

estudo.

(a) A(G) = N A(g), chamada de subdlgebra G-invariante.

g€eg

(8) A(G) o P-completamento de A(G), chamada de subdlgebra essencialmente G-inva-
riante.
(v) A(G) = N Al(g), chamada de subslgebra quase-G-invariante.
9eg
Notemos que A(G) € A(G) € A(G). Com algumas hipéteses sobre G, é possivel provar
(ver Lehmann, 1986, capitulo 6) que A(G) = ft(g), mas na seqliéncia mostraremos com
um exemplo que A(G) pode ser bem menor em relacio a A(G).
As defini¢Ges anteriores também podem ser consideradas para funcoes f definidas sobre

o espaco X, e assumindo valores num espacgo ), munido da subalgebra B
(o) a funcdo f é G-invariante, se f = fog, Vg € G;
(') afungao f ¢ essencialmente G-invariante, se f ~ alguma fungao G-invariante;

(7/) a fungao f é quase G-invariante se f ~ fog, Vg € G, onde f ~ h denota f = h[P].

Proposicao 8.1
A funcéo f satisfaz as definigoes (o), (8') ou (7') se e somente se f é mensuravel em

relagdo & correspondente subélgebra definida em («), (3) ou (7).

Prova
(@) = (@)

f G-invariante & f = fogVg € Gentaose B € B fY(B) =g '(f"Y(B)) Vg€ g
& [1(B)e Alg) Vg e G < f e AG).

(@) = ()
=1 AG) e 1lacAlg)Vge G Ac Alg)Vge G g 1 (A)=AVgeg.
Mas, 1409 = 14-1(4) Vg € G portanto 1409 =14 Vg € G.
Considerar f € A(G), f > 0 fungao simples; logo f € A(G), f > 0 e finalmente
f=f"—f € A(G) para concluir. O
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Exercicio 8.3
(a) Complete a demonstragao da Proposicao 8.1, isto é, () < (5') e (v) < (7).
(b) Mostre que A(G) € A(G) C A(G).

8.2 INVARIANCIA E SUFICIENCIA

Suponhamos que temos dois sistemas diferentes de coordenadas para o resultado de
uma experiéncia estatistica, se um resultado é registrado como x sob o primeiro sistema,
o mesmo resultado é registrado como g(x) no segundo sistema. Suponhamos também que
as duas varidveis estatisticas x e g(x) possuem o mesmo dominio X', a mesma familia de
eventos A, e a mesma classe de medidas de P. Além disso, se P € P estd associada a
x, entdo a mesma medida de probabilidade P também esta associada a g(z). O segundo
sistema de coordenadas pode ser representado matematicamente como uma transformacao
g que preserva o modelo (X, A, P).

Assim, se g é uma transformacgao que preserva o modelo, o principio de invariancia nos
leva a reduzir o modelo (X, .4, P) a um modelo mais simples (X, .A(g), P), onde A(g) é a
subalgebra de conjuntos g-invariantes. De outra forma, o principio de invariancia estab-
elece que toda funcao de decisao deve ser g-invariante ou A(g)-mensuravel. Consideremos
agora G, a classe de todas transformagoes g que preservam o modelo (X, A, P). Podemos
exigir que toda regra de decisao seja G-invariante, isto é, g-invariante Vg € G7 Existindo
exemplos (ver Exemplo 8.2) onde A(G) = {0, X'} entao a resposta a nossa pergunta é
negativa, nao devemos reduzir A a A(G) ou a A(G). Um compromisso légico, com o
principio, deveria ser reduzir A a subdlgebra de conjuntos quase G-invariantes, /T(g), as-
sim estamos exigindo que a fun¢ao de decisao — nosso procedimento de inferéncia — seja
quase G-invariante.

Por outra parte, o principio de suficiéncia é outro principio de reducao que é frequente-
mente utilizado na inferéncia estatistica. Neste caso a subdlgebra A é reduzida a S, onde
S é uma subdlgebra suficiente. No caso de existir uma subalgebra suficiente minima M,
A é reduzida a M, isto é, reduzimos o modelo (X, A, P) ao modelo (X, M, P).

Qual das duas redugoes, invariancia ou suficiéncia é mais extensiva? Em outras

palavras, qual a relacao entre Jl(g) e M? Isto serd o assunto desta secao, primeiramente
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daremos dois exemplos ilustrativos.

Exemplo 8.2

Consideremos X = R, A = By e P a familia de distribui¢oes continuas sobre IR.

Seja G ={g: IR — R/{x: g(x) # x} é finito }.

O leitor pode verificar que cada g € G preserva o modelo (X, A, P) e que A(G) =
{#,X}. Logo A(G) nao é suficiente, a menos que P seja um conjunto unitério.

Por outro lado, sendo A A g7'(A) = A\g~*'(4), pois g~ '(A) = A\F, onde F é um
subconjunto de {x € IR : g(x) # x}, tem-se que P(A A g~ '(A)) = 0 para todo A € A e
toda funcao g € G. Conclui-se que ./T(Q) = A, que obviamente é suficiente.

Este exemplo mostra também que A(G) pode ser bem menor em relagao a /T(Q) O

Exemplo 8.3

Consideremos X = [0, 1], A = Bjg1) e P constituido sé pela medida de Lebesgue em
[0, 1].

Seja G = {g.:10,1] — [0,1]/0 < ¢ < 1} onde g.(z) = (z + ¢) mod 1 Vz € [0, 1], isto é:

{x—i—c ,sex+c<1
r4+c—1 ,sex+c>1londel<c<l.

ge(x) =
E claro que se A C [0,¢) entdo g;'(A) C [¢,1), e quando A C (¢, 1) tem-se que g(;‘l) C
[0,¢). No caso de A ser da forma A = A; U Ay, onde A; C [0,¢) e Ay C [c,1) tem-se
que g;'(A) C A, a menos que A; = [0,¢) e Ay = [c,1) em cujo caso A = [0,1], logo
g.1([0,1]) = [0,1]. Assim, A(G) = {0,[0,1]}, e sendo P unitdrio, segue que A(G) é uma

subdlgebra suficiente.

Basu (1965,1969) mostrou relagoes existentes entre as subalgebras suficiente e invari-
ante. Também observou que esses resultados podem ser deduzidos do Teorema Ergddico
de Birkhoff. Na seqiiéncia apresentamos em detalhe os teoremas pertinentes.

Comecamos com um lema auxiliar, cuja prova é deixada como exercicio para o leitor.

Lema 8.1
Seja S uma subalgebra suficiente e limitadamente completa.

Se ¢ € A é limitada [na verdade, p € L(X, A, P)] com Ep{p} =0, VP € P, entao

Vf € S e limitada [na verdade f € L, (X,S,P)]
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tem-se que Ep{@f} =0,VP € P.

Prova

Exercicio 8.4. O

Teorema 8.1

Seja S é uma subalgebra suficiente e limitadamente completa entao S C Zt(g ).

Prova

Sejam S € S, g € G e Sy =g (S) entao P(S) = P(S;) VP € P.

Escrevamos 1g fungao indicadora do conjunto S, logo Ep(lg — 1g,) = 0 VP € P.
Aplicando o Lema 8.1 com ¢ = 1g—1g, e f = 15 obtemos Ep{(1ls—1s,)-1s} =0VP € P,
isto é, P(S) = P(SNSy) VP € P.

Agora, calculamos P(S A Sy) para concluir o resultado.

P(SASy) = P(S)+ P(Sy) — 2P(SN Sp)
— 2[P(S) — P(SN Sy)], pois P(S) = P(Sy)
= 0

Assim, VS € S os conjuntos S e g71(9) sdao P-equivalentes Vg € G, portanto

8 C Nyeg Alg) = A(G) . 0

Observacao 8.1
O teorema anterior estabelece que o principio de suficiéncia reduz mais que o principio

de invariancia.

No que segue consideramos o caso dominado, que merece uma atencao especial.

Sejam T': (X, A) — (Y, B) uma estatistica, P e () medidas de probabilidade induzidas
por T em (Y, B).

Suponhamos que P < @, e logo PT~! < QT . Denotemos por f = %7 h = gg;:i,
as respectivas versoes das derivadas de Radon-Nikodym. A funcao hT (definida como

hT(z) = h(T(x))) é Ar-mensuravel e satisfaz a seguinte relagao
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Lema 8.2

WT = Eo(f|Ar) .
Prova
Seja B € B e logo
hTdQ = | hdQT ‘= | dPT ! = dP = dQ . O
fysy Q= [ hd@r ™ = [ A L
Corolario
Se T1(B) = A[Q] entao f = hT[Q] . O

O teorema seguinte mostra que no caso dominado tem-se que ft(g) ¢ suficiente.

Teorema 8.2

Se P < i, onde p é o-finita, entdo A(G) ¢é suficiente.

Prova
Dado que P < pu, sendo p o-finita, é conhecido (cf. capitulo 3) que existe uma
seqiiéncia (P,), em P tal que se Q = Z]N cn Py, onde ¢, >0 e Z]N cn =1, entao P < Q.
Seja fp = %, PeP,e mostremoanue fr e A@G). "
Agora, Pg~! = P VP € P e entao Qg ' = Q, portanto Pg~! < Qg™ !.

Aplicando o Lema 8.2 com f = fp e T = g, temos que:

d dPg!
frog =500 = 1ous °9 = Balle/Ay) = Eolfr/A) = frla)

pois g '(A) = A, onde A, é subdlgebra induzida pela transformagao g.
Segue que fpog= fp[Q], mas P < Q VP € P, logo fpog= fp|P]VP € P, Vg€ g,
isto 6, fp € A(G) O
Os argumentos seguintes mostram que os Teoremas 8.1 e 8.2 podem ser deduzidos
do Teorema Ergddico de Birkhoff (1931), o qual estabelecemos a continuagao, mas na

linguagem da Teoria Estatistica.
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Teorema 8.3

Seja (X, A,P) um espago estatistico, e seja f € A, f limitada [na verdade f €
Loo(X, A, P).

Sejam ¢ : X — X, uma transformacao que preserva o modelo (X, A,P) e A(g) a

correspondente subalgebra de conjuntos invariantes.

Seja (fn)n a seqiiencia de fungoes definida sobre X, onde f,(z) = = Enj (f o g")(x),
k=0
onde ¢* = go g, k=1,...,n, sendo ¢° a funcao identidade.
Entéio f, — f* = Ep{f/Alg)} [P] P € P.
Prova
Ver por exemplo Mané (1983). O

O teorema anterior estabelece a existéncia de uma versao universal de Ep{f/A(g)},
VP € P, que corresponde ao limite (P-q.c.) da seqiiéncia (f,),. Portanto, se M é uma
subdlgebra suficiente minima para o modelo (X,.4,P) entao M C A(g) Vg € G e logo
M C A(g) Vg € G. Tendo-se o seguinte resultado.

Teorema 8.4

Seja M uma subdlgebra suficiente minima entao

Mc AG) = Al . O

geg

Agora voltamos aos Teoremas 8.1 e 8.2.

No Teorema 8.1, considerando que S é suficiente e limitadamente completa entao S é
suficiente minima e portanto esse teorema é um corolario do Teorema 8.4.

No Teorema 8.2, tratando-se do caso dominado, o fato M C A(G) implica que A(G)

¢é suficiente.

8.2.1 UMA APLICACAO EM ESPACOS ESTATISTICOS NORMAIS

Esta secao é dedicada a estabelecer alguns resultados em espagos estatisticos normais.

Primeiramente caracterizamos a subélgebra A(G) de conjuntos G-invariantes em termos
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da chamada funcao invariante maximal. Para detalhes desse conceito o leitor é referido

ao livro de Berger (1985, Capitulo 6)

Definicao 8.3
Seja G um grupo de transformacoes de X em X.
Uma funcao 7" : (X, A) — (V,B) A-B mensuravel ¢ dita invariante maximal se
— T é invariante sob G, e se satisfaz

- T(x) =T(y) = y = g(x) para alguma g € G.

O teorema seguinte caracteriza as fungoes invariantes através de fungoes invariantes

maximais.

Teorema 8.5
Seja T : (X, A) — (Y, B) uma fungao invariante maximal sob G. Entdo uma condigao
necessaria e suficiente para que S : (X, A) — (), B) seja uma funcao invariante é que

S = o T para alguma transformacao ¢ B-mensurdvel.

Prova
Suficiéncia.

Se S(z) = p(T'(z)) YV € X entao S(g(x)) = ¢(T(g(z))) = ¢(T(x)) = S(x), Vo € X.
Necessidade

Se S ¢ invariante sob G e T(z) = T(y) = y = g(z) para alguma g € G, entdo
S(x) = S(g(z)) = S(y), e isto implica que S é uma fungao de T O

O teorema seguinte estabelece que a subdlgebra de conjuntos G-invariantes A(G) cor-

responde a subdlgebra induzida pela fungao invariante maximal sob G.

Teorema 8.6
Seja G um grupo de transformagoes que preserva o modelo (X, A, P).

Seja T' uma func¢ao invariante maximal sob G.

Entao Ar = A(G).
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Prova
Ar C A(G)

SejaT~!(B) € Ar, sendo T invariante sob G, segue que g~ (T~*(B)) = (Tog)"*(B) =
T~Y(B), Vg € G. Portanto T7'(B) € A(G).
A(G) C Ar

Se [ € A(G), isto é f é uma funcao invariante sob G e T" uma funcao invariante
maximal sob G, o Teorema 8.5 garante que f = ¢ oT para alguma transformacao ¢ € B,

isto é f € Ar. A conclusao segue considerando f = 14, a fungao indicadora do conjunto

A€ AG) O
Exemplo 8.4

Aplicacao em espagos estatisticos normais.

Consideramos X, ..., X,, variaveis aleatorias independentes com distribuicao comum
N(0, 0?).

Go = {g: " = R"/g(x) = Ax, AA = AA' =L} |

onde A’ é a matriz transposta de A e I, é a n X n-matriz identidade, isto é, Gy é o grupo

das transformacoes lineares ortogonais.

Exercicio 8.5

Mostre que Gy é um grupo.

Neste caso X = R*, A =B, e P ={P,2: o2 > 0} < A, onde ‘Z\f —
= 12)% exp {2;12 Zn: xf}, sendo A\, a medida de Lebesgue em IR".
i i=1

E claro que se g € Gy entdo ¢ preserva o modelo (X, A, P) pois,

Poa(g ' (B)) = / AP,
o = [

= Gromr e {glle 0l  ah

1 ~1
= GronT Jyo g} A

P,2(B) , VB € B,, Yo >0,
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onde ||-|| denota a norma euclidiana em IR™, a qual é preservada por transformacoes
ortogonais.

Exercicio 8.6

Seja T : R* — IR, definida por T'(x) = |[x||* = 3 #7, onde x = (z1,...,2,) € R",

=1

Use o Teorema da Fatoracao para mostrar que 7' é uma estatistica suficiente para

o modelo (X, A, P).

Exercicio 8.7

Mostre que a familia P = {P,2 : 0? > 0} é autodominada.

Seja o2 > 0 tal que P < ng, e (2 = Zg’z entao ¢,2 ¢ uma fungao 1-1 de T', logo
70
conclua que Ay = Cy = 0{qy2 : 0? > 0} e portanto Az ¢ uma subdlgebra suficiente

minima.
Mostremos que 1" é invariante maximal sob Gy.
E claro que T ¢ invariante, pois T(g(x)) = ||lg(x)|> = [|x]|? Vx € X, Vg € Go.

Agora, T(x) = T(x) & [IylF = [l ¢ seiom {pXp,en, v} @ {povh 00}
bases ortonormais de IR" e g a transformacao linear definida por g (ﬁ) = H%\I’
g(v;)) =0l i=1,...,n. Segue que g ¢ uma transformacao ortogonal.

O Teorema 8.5 garante que Ar = A(Gy), e do Exercicio 8.7 temos que se M é uma

subélgebra suficiente minima entao M = A(Gy).

Agora consideremos G a classe de todas as transformacoes que preservam o modelo
(X, A, P) entao do Teorema 8.4 M C A(G).

Mas, é possivel mostrar que A(Gy) = A(Go) [P] (cf. Lehmann, 1986, capitulo 6; ver
também Bondar e Milnes, 1981) e logo M = A(G,) [P], implicando que M = A(Gy).

Finalmente dado que A(G) C A(Gy) entdo A(G) = M, isto é, o completamento
de qualquer versao da subdlgebra suficiente minima coincide com a subdlgebra de

conjuntos quase G-invariantes.
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Exercicio 8.8

Considere o espaco estatistico (X, .A,P), onde X = R", A = B, e P = {Py, :
p € R* o0® > 0}, onde Py 2(B) = /Bm exp{%lzéjl(xi - /Li)z} d\,(x), onde a =
(ay,...,ap).

Seja T : R" — IR?, definida por T'(x) = (i x;, i r?),

Considere G a classe de todas as transforzr:nlagéeé:éue preservam o modelo (X, A, P),
entdo Ag é suficiente minima, 7' é invariante maximal e Ay = A(G) (para detalhes, ver

Basu, 1969).

8.3 INVARIANCIA E ANCILARIDADE.

Esta secao é dedicada fundamentalmente a estudar as relagdes existentes entre os
conceitos de invariancia e ancilaridade. Primeiramente introduzimos o conceito de an-
cilaridade no contexto da Teoria Estatistica e alguns exemplos em espagos estatisticos
dominados sao dados. Vemos também que utilizando um Teorema de Basu (1955, 1958)
é possivel estabelecer de maneira muito simples independéncia entre estatisticas definidas
sobre certos modelos estatisticos paramétricos.

Seja T : (X, A) — (¥, B) uma estatistica, e seja P uma familia de medidas de proba-
bilidade sobre (X, A), isto é, (X, A, P) constitue um modelo estatistico.

E claro que T' gera de maneira natural uma familia de medidas de probabilidade Q

sobre (Y, B), tal que
Q(B)=PT ' (B)=(PoT ') (B) YVBeB, Qe Q.

Naturalmente, um problema classico é dados (X,A,P), (V,B) e T, determinar a
familia Q. Mas, o conceito de ancilaridade tem a ver com um problema especifico: Qual
a classe de estatisticas 1" tal que Q esta formada por apenas uma medida de probabili-
dade? De existir essa classe de estatisticas, os elementos dessa classe sao ditos estatisticas
ancilares.

Especificamente, se P = {Py : 0 € ©}, quais as estatisticas T tais que BT =
@ V0 € © 7 Seria nossa pergunta no caso de considerar um modelo estatistico paramétrico.

Um outro assunto de nosso interesse ¢ mostrar que em muitos modelos paramétricos,

0s quais estao caracterizados por parametros de locagao e/ou parametros de escala, a pro-
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priedade de ancilaridade de uma determinada estatistica pode ser estabelecida de maneira
direta, utilizando alguns argumentos de invariancia sobre certos grupos de transformagoes.

A definicao rigorosa do conceito de ancilaridade é dada a seguir

Definicao 8.4

Sejam (X, A, P) um modelo estatistico, e T" uma estatistica de (X, A) em (Y, 5). A
estatistica T' é ancilar em relagdo ao modelo (X, A, P), se T induz apenas uma medida
de probabilidade no espaco (), B).

Em particular se P = {FP : § € ©}, T é ancilar se P,T~! = Q V0 € O, isto é, a medida
induzida pela estatistica T" é constante em relagao ao parametro 6.

Naturalmente a subalgebra induzida por T: Ap, é ancilar, se T" é uma estatistica
ancilar.

Um conjunto A € A é dito ancilar, se Py(A) é constante em relacao ao parametro 6.

Os exemplos seguintes tratam com a caracterizacao de conjuntos e estatisticas ancilares

num modelo estatistico dominado.

Exemplo 8.5

Caracterizacao de conjuntos ancilares em espacos estatisticos normais. Suponhamos

2

que X é uma variavel aleatoria normal com média 0 e variancia o°, isto é, estamos

considerando o espago estatistico (X, A, P), sendo X =R, A= By e P = {P,2 : 0 > 0},
onde P,2(B) :/ L exp {55} dA(x), BBy, 0? > 0.
B

(2mo2?)2
Nosso objetivo é caracterizar os conjuntos ancilares A € Bj, isto é, os conjuntos

A € By, tais que P,2(A) = «, onde o é uma constante em relagao a o2.

Mostremos que « s6 pode assumir os valores 0, % ou 1l e que no caso a = %, Aé
um conjunto skew-simétrico em relagao a origem, isto é, um e sé um dos fatos seguintes

ocorre, t € Aou —x € A
Exercicio 8.9
Use o Teorema de Fatoragao para mostrar que a estatistica S(z) = |z| é suficiente.

S é completa, isto é, a familia de medidas induzida por S é completa. Notamos que
S (R,B;,P)— (R, B;, Q) onde se Q,2 € Q entdo Q,2(B) :/B\/# exp{%}d)\(x),
B e Bl, o? > 0.
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Seja g € By,

2 — 9
EQUQ (f])wj>0 0= 10.00) g('l') W exp{w} d)\(l’) =0, Vo< > 0.

fazendo 2° = w e s = 55 > 0 temos que Jio,00) gég) exp{—su}di(u) =0 Vs > 0.
Pela unicidade (essencial) da transformada de Laplace conclui-se que g = 0 [\] e

dado que Q < A entao g =0 [Q].

Seja A € B; um conjunto ancilar, tal que P,2(A) = a Vo? > 0. Um Teorema de

Basu (1955) garante que A ll Ag e logo P,2(A/S) = P,2(A/As) = a Vo* >0

Mas,

seu,—u ¢ A
seucAe —u¢gA
se u,—u € A

Pa(A/|X| = u) =

o= O

e logo um conjunto ancilar A nao trivial tem probabilidade a = %, e A deve ser

skew-simétrico em relacao a origem.

Inversamente, se A é um conjunto skew-simétrico em relagdo a origem entao P,z (A)=

% Vo? > 0, isto é, A é ancilar.

No exemplo anterior podemos considerar um modelo estatistico mais geral, isso é

estabelecido na proposicao seguinte.

Proposicao 8.2

Seja (IR, By, P), onde P = {F € R} < A\, Ao-finita e P é uma familia simétrica em
relagao & origem, isto é, Py(A) = Pp(—A) VA € By, 6 € R.

Suponhamos que a estatistica S de IR em [0, 00), definida por S(x) = |z| é suficiente
e limitadamente completa para (IR, By, P).

Entao se A € B; é um conjunto ancilar nao-trivial, tem-se que Py(A) = %, Ve Aé
essencialmente um conjunto skew-simétrico em relacao a origem.

Inversamente, se A € By é um conjunto skew-simétrico em relagao a origem entao A é

ancilar com Py(A) = 5 V0 O
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Exercicio 8.10
No modelo descrito na proposicao 8.3.1, mostre que uma estatistica 7' é ancilar para
esse modelo se e somente se 7' induz essencialmente uma particao de IR em dois conjuntos

skew-simétricos em relagao a origem.

Na seqiiéncia apresentamos alguns resultados relativos a invariancia e ancilaridade,
em modelos com parametros de locagao e/ou de escala. Especificamente, mostramos que
a propriedade de ancilaridade de uma determinada estatistica em relacao ao parametro
de locagao e/ou escala pode ser estabelecida utilizando argumentos de invariancia sobre
certos grupos de transformagoes de locacao e/ou escala.

Consideramos X =IR*, A=8B,eP={P,,: p € R, o >0}, onde

dP, » 1 T — Ty —
ci)/:;(x>:<7’1f(10u"”’ U'u), X = (T1,...,%) ,
sendo f(x) = %(x), onde P é uma medida de probabilidade sobre (X', .A).

Nas condigoes anteriores, i é dito parametro de locacao e o é dito parametro de escala,

¢ o modelo anterior é dito modelo de locacdo-escala.

Proposicao 8.3

Seja G = {gap : R* — R*/a € IR, b > 0}, uma familia de transformagoes, onde
Gap(T1, ... 2p) = (x%b_a,...,x”—b_“); aclR,b>0.

Entao (G, o) é um grupo de transformagoes, onde o denota composi¢ao de fungdes.

Prova

Notemos que gap © Ged = Gad+berd ; @, d € IR; b,d > 0. E conhecido que a composigao
de funcgoes é associativa.

O elemento neutro de G é g1, isto é, a funcao identidade. Finalmente, ga_g, a inversa

de gq ¢ dada por g, (x) = 9o 1 (x) = (bx1 +a,...,bx, +a), onde x = (x1,...,2,). O

Observagao 8.2
O grupo de transformagoes G = {g,p : R* — IR/a € IR, b > 0}, onde gop(x1,...,2,)=

(ml—b’“, e m"b’“); a € R, b> 0, é chamado grupo de locagao-escala.

Analogamente, o grupo formado pelas transformacoes g,(x1,...,2,) = (x—bl, cee %"),
b > 0, é dito grupo de escala.
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Teorema 8.7
Consideremos o modelo de locacao-escala (R*, B,, P), onde P = {P,, : p € R, 0 >
0}, sendo

dPuo, . 1 r1— [ Ty, — [ _ dP(x)

sendo P uma medida de probabilidade sobre (IR*, B,).
Seja T : R® — IR uma estatistica invariante sob o grupo de locagao-escala G = {g, :
a € R, b > 0}, isto é, T é uma funcao G-invariante para o modelo (R*, B,, P). Entao T'

é uma estatistica ancilar para o modelo (IR", B, P).

Prova
Sejam B € B, e Q = P,,T ' u € R, 0 > 0, a medida induzida pela estatistica T

segue
AB) = Pl B) = [ Hgualx)dh(x)

1 1 .
= oy o T CNANGO = [ ) M) g4 00)

o B) "

— /TI(B) if(x) dN\p(oxy + py ..., 0m, +p) = /Tl(B) f(x) d\,(x)

O—TL

portanto Q(B) é constante em relagao a (u,0); p € R, 0 >0, VB € B,,. a

Em algumas ocasioes, o estatistico esta interessado apenas no parametro de locacao
[respectivamente parametro de escala] o o parametro presente no modelo é o chamado
parametro nuisance. Nesses casos uma pequena modificagao no teorema anterior € feita,

o qual ¢ estabelecido na proposicao seguinte.

Proposicao 8.4

(a) Consideremos o modelo (R", B,,P), onde P = {P,, : p € R, 0 > 0}, sendo

dP,

dPye
T2 = ol = o), e Sl = T,

dA,

P, medida de probabilidade sobre (IR*, B,)), isto é, trata-se de um modelo de locagao

com parametro nuisance.
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Seja T : IR™ — IR uma estatistica invariante sob o grupo de locagao G = {g, : R* —

IR/a € R}, onde gq(x1,...,2,) = (1 —a,...,z, —a), a € R.
Entao fixado 0 = 09 > 0, tem-se que T é uma estatistica ancilar para o modelo
(R™, By, Py, ), onde P,y = { P, : 1t € R}.

(b) Consideremos o modelo (IR*, B,,P), onde P = {F,, : p € IR, o > 0}, sendo

dP, .
d\,

he 0= ).

Ty

(x):f“(%,...,a

P, medida de probabilidade sobre (IR*, B,), isto é, trata-se de um modelo de escala

com parametro nuisance.

Seja T': R® — IR uma estatistica invariante sob o grupo de escala G = {g; : R* —

IR/b > 0}, onde gy(z1,...,2,) = (F,..., %), b>0.

Entao, fixado p = po, tem-se que T é uma estatistica ancilar para o modelo

(R™, By, P,,), onde P,y = { P : 0 > 0}.

Prova

Anéloga a do Teorema 8.7. a

O exemplo seguinte é um resultado cléssico na Estatistica.

Exemplo 8.6
Consideramos uma amostra aleatéria simples Xi,..., X, proveniente de uma dis-
tribuicao N (p,0?), isto é, as varidveis aleatérias Xi,..., X, sdo estatisticamente inde-

pendentes com distribui¢ao comum N (u, o?).

X, é a média amostral, e S% =

s

1
n

Vamos mostrar que X 11 5?/(p,0?), onde X =
1

(2

NIE

(X; — X)? é a variancia amostral.
=R", A= 8B, P={P,,2:p € R,o* > 0} onde P,2(B) =
g (%012)% exp{;ﬂl2 ij:l(xZ — p)z} d\,(x), B € B,; u € R, 0 > 0.

Fixamos 02 = o2 > 0 e consideramos o modelo (IR”, Bn,ng), onde P ={P,,2:p¢€

R}.

_1
=l
Neste caso, X
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(1)

Do Teorema de Fatoracdo decorre que T(z1,...,x,) = T = %2?21 x; € uma es-

tatistica suficiente para o modelo (IR", By, P,2).

Para mostrar que T'(z1, ..., x,) = T é completa para o modelo (X, A, 7303), devemos
provar que

Vf e Ar tal que Ep ,(f) =0, Vu= f=0[P,]
700
ou equivalentemente,
Vo € By tal que EQW(Z) () =0,V = 9=0[Q,q2 Vu

onde Q2 = 2T , b € IR, a medida induzida pela estatistica 7.

2
. ;7. N . o ~
Sendo Qu,o?, a medida normal com média y e variancia -, entao

dQ.02 1 —n
0 = e S

logo, Eg, 02 (¢) =0, Yu, implica que

nso(;f) exp {2 5 (t— )2} dA(t) =0 VY

R 20§

:,/w exp{2 }dk()—OVu

sendo ¥(t) = exp{% (t* + /f)} , t € R, da unicidade (essencial) da transfor-
mada de Laplace bilateral, segue que v = 0 [A] e logo ¢ = 0 [)], e portanto
¢ =0[Qq2] Vi

Assim a estatistica T'(z1, ..., x,) = T é suficiente e completa para o modelo
(R", By, Ps2).

A estatistica S*(z1, ..., @) = —5 i (2;—7)? é ancilar para o modelo (R, By, P, 2).

( ) = foz(x1— py ... 20 — ), onde fo2(z1,...,20)
1

= exp { Z % } que corresponde a densidade de uma amostra 21, ..., Z,

Notamos que

(2mo? )
de uma dlstrlbulgao N (0,09).

Logo (IR™, B,,P.2) é um modelo de locacdo com parametro nuisance o2, o qual foi
)~y n b1 0>

fixado.
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Mostremos que a estatistica S? é invariante sob o grupo de locagao G = {g, : R —

IR/a € R}, onde g,(z1,...,2,) = (1 —a,..., 2, —a), a € R.

1 n

S2<ga(x1,...,xn)) = 52(q;1—a,...,xn—a):n_lz(xi_a_(f_a))
i—1
= I X@ D) =S )

Da Proposicao 8.4(a) decorre-se que S? é ancilar para o modelo (IR, BBy, 770(2)).

(3) Usando um Teorema de Basu (1955), temos que fixado 0% = o7 > 0, X 11.5%/p,
e como isto vale para todo o7 > 0 fixo, entdo X Il S?/(u,0?), isto é, X e S? sao

estatisticamente independentes para o modelo (IR", B,, P).

Finalizamos este capitulo, deixando para o leitor um exercicio similar para ser desen-

volvido.

Exercicio 8.11
Seja X1, ..., X, uma amostra aleatoria simples proveniente de uma distribuicao
Gamma com parametros « (forma) e 3 (escala), positivos.
Definamos S; = ZZ:lXj e R, =S,/Sk_1;i=1,....,n, k=1,...,n—1.
j=

Mostre que Ry,...,R,_1) 1S, /(a, 3), acompanhando o seguinte esquema.

(a) Determine o modelo estatistico induzido pelas varidveis aleatérias Xy, ..., X, dig-

amos (X, A,P), onde P ={P.p5:a,5>0}.

(b) Fixado a = a9 > 0, mostre que a estatistica S, = 37, X; ¢ uma estatistica

suficiente e completa para o modelo (X, A, P,,) onde Py, = {P,,5: 5 > 0}.

(c) Fixado oo = g > 0, mostre que a estatistica Ry = Sy/Sk+1 é ancilar para o modelo

(X, A, Pay)-

(d) Conclua a demosntragao.
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CAPITULO 9

O MODELO ESTATISTICO BAYESIANO E SUA
ESTRUTURA MATEMATICA

9.1 CONSTRUCAO DO MODELO BAYESIANO

Seja (X, A,P) o modelo estatistico “classico” cuja familia de medidas de probabili-
dades esta especificada parametricamente, i.e., P = {F, : § € ©}. Dotemos © de uma
o-dlgebra B de modo que as fungées 0§ — Py(A), VA € A, sejam mensurdveis. Deste
modo, Pp(A) : © x A — [0, 1] passa a representar uma fungao de transigao de (0, B) para
(X, A). Seja ainda definida em (O, B) a medida de probabilidade a priori v.

Denotemos por 2 = © x X o produto cartesiano dos espagos paramétrico e amostral e

por F = Bx A a chamada o-algebra produto, gerada pela classe de retangulos mensuraveis
J={BxA:BeB,Ac A}.

Exercicio 9.1
Prove que J é fechada sob intersecgdes finitas (i.e., é uma classe ) e que F é gerada

pela dlgebra de unides finitas de elementos disjuntos de 7.

O recurso ao teorema generalizado da medida produto (vide, e.g., Ash, R.B. (1972);
Real Analysis and Probability; Academic Press, New York; pp. 97-100) permite-nos
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definir no espago produto (€2, F) uma medida de probabilidade p tal que
(9.1) VE € F, u(F)= /@ Py(F®)u(d6)

onde F ={z € X :w=(0,2) € F} é aseccio de F em 0.
A medida produto, usualmente denotada por u = v x Py, e cuja restricao a J é definida

por
(9.2) VBxAeJ, wBxA) = /B Po(A)(do)

é unica no sentido em que é idéntica a qualquer outra medida em (€2, F) que com ela
coincide em J.

O espago de probabilidade obtido, (€2, F,u), define o chamado modelo estatistico
bayesiano. Neste espaco, as observacoes x e o parametro # podem ser visualizados através
das fungoes mensurdveis Z(w) = z : (Q,F) — (X, A) e O(w) =0 : (Q,F) — (6,8), ou
equivalentemente, através das respectivas subalgebras induzidas, F(7) = {Ox A : A € A}
e F(0) = {B x X : B € B}. Deste modo, a g-dlgebra produto pode exprimir-se por
F=FO)VF@)=0c({BUA:BeB,Ac A}),onde B=BxXeA=06 x A.

Da expressiao (9.2) conclui-se que v(B) = u(B), VB € B, pelo que a medida de
probabilidade a priori pode ser identificada com a restricao, p?, de p a F(6). Por outro

lado, a restri¢ao, p*, de u a F(T) identifica a medida de probabilidade marginal em (X, .A)

(9.3) P(A) = /@ Py(A)w(d6)

que ¢é assim dominada pela familia P.
O fato de Py(A) definir uma funcao de transi¢ao em © x A permite-nos obter a fungao

de transicao associada em € x A

Py (A) = Fy(A) para w: Ow)=120

e, deste modo, (9.2) pode ser reescrita como
(9.4) W(B x A) = /§ Py (A (d)
Por defini¢io da esperanca condicional E(14|F(0)) = u(A|F(0)), temos

VBeB, u(BxA) =uBnA) = /Elg(w),u(dw)
(9.5) i
~ L u(AIF @) (&)
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A comparagao de (9.4) e (9.5) permite concluir que para todo A € A,

Py (A) = n(AIF@)(w) (1] .

ou seja, que Py(A) estd associada a uma versao regular da restrigdo a F(Z) da probabili-

dade condicional dado F(6).

A construgao de Py(A) como uma funcao de transigao em © x A tem assim implicito
que o espago mensuravel (X,.A4) é tal que admite a existéncia de uma probabilidade
condicional regular para Z dado F(f), i.6., de uma funcao u(-|F(0))(w) que, para cada w
fixo, seja uma medida de probabilidade em F(Z). Este requisito é satisfeito nas condigoes
usuais em que (X;.A4) é um espago euclideano, entendendo-se esta expressao no sentido
de X ser um subconjunto de IR", para algum n, e A a correspondente o-dlgebra de Borel
(veja-se, e.g., Ash (1982), op. cit., sec. 6.6).

Deste modo, sendo (©, B) igualmente um espaco euclideano, denotemos por vg(.)(B)
a funcao de transicao em {2 x B obtida tomando uma versao regular da probabilidade

condicional u(B|F(T)), e seja
ve(B) = 3,y (B) paraw:T(w) =z

a correspondente funcao de transicao em X x B. Entao, para todo B x A € J

u(BxA) = [ Igpnlds) = [ u(BIF @)@ (dw)
(9.6)

- /A v,(B)P(dx)

Pela unicidade estabelecida no teorema generalizado da medida produto, conclui-se

que
(9.7) VE e F ., u(F)= /X Vo (F*)P(dz)

onde F* = {# € © : w = (0,x) € F} é a secgao de F' em x. Por outras palavras, a
medida produto p = v x Py admite também, nas condi¢oes mencionadas, a decomposi¢ao
i = P X v,, caracteristica que denominaremos de regularidade do modelo bayesiano, em
consonancia com a terminologia de Florens et al. (1990); Elements of Bayesian Statistics;

Marcel Dekker, Inc., New York.
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Sob as asas de um modelo bayesiano regular fica assim definido um novo modelo, a
denominada familia de medidas de probabilidade a posteriori, (©, B, @), onde
Q = {v,,x € X}, constituindo o dual bayesiano de (X, A,P). Note-se ainda que @
domina v, pois

9.8) VBeB, v(B) :/ v.(B)P(dz)

X

Exercicio 9.2

No contexto de um modelo bayesiano regular, encare u(B x A) como uma medida
de probabilidade em (X,.A) para B fixo (e denote-a por Pg) e como uma medida de
probabilidade em (©, B) para A fixo (e denote-a por v4).

Prove que:
a) Pp < P, sendo v,(B) uma versao da respectiva derivada de Radon-Nikodym;

b) va < v, sendo Py(A) uma versao da respectiva derivada de Radon-Nikodym.

9.2 DOMINACAO DO MODELO BAYESIANO

Consideremos que P é dominada por uma medida o-finita m em (X, A) e seja f(0, x)
uma versao da derivada de Radon-Nikodym dPy(z)/dm(x), que é nado negativa e A-
mensuravel para cada 6 € ©.

Neste quadro, (9.2) exprime-se por
(9.9) VBxAeJ, ulBxA) = / / £(0, 2)m(dz)(d) .
BJA

A aplicagao do teorema de Fubini a (9.9) com vista a definicdo de p em F exige
a F-mensurabilidade de f(6,z), condicdo que ainda nao foi expressamente garantida.
Uma resposta é dada pelo teorema de Doob que enunciamos em seguida (para a sua
demonstracao veja-se, e.g. Dellacherie and Meyer (1982); Probabilities and Potential
B-Theory of Martingales; North-Holland [cap. 5]).
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Teorema de Doob

Seja (X, A) um espago mensuravel separavel, (0, B) um espago mensuravel arbitrario
e {Py(A)} uma familia de fungoes de transicao em O x A dominada pela medida o-finita
m. Existe entdao uma fungao B x A-mensuravel, f(0,z), tal que para cada 6 € © f(6,x)

é uma versao de dFPy(x)/dm(zx).

Deste modo, a suposigao de (X, .A) ser euclideano garante, pela separabilidade de A,
que seja possivel selecionar uma versao de dPy(x)/dm(z) F-mensurdvel. Admitimos entao
que (X, A) é euclideano e que f(6,z) em (9.9) é F-mensuravel, o que assegura também
a sua B-mensurabilidade para cada x € X'. Pelo teorema de Fubini, (9.9) corresponde a

(9.10) VBxAeJ, u(BxA) = /BxA F(0,2) (v x m)(df x da)

Definindo agora em F a medida finita

(9.11) 1 (F) = /Ff(e,x)(z/ x m)(d6 x di)

por (9.10), pu*(F) = p(F) em J. Por um argumento em termos do teorema de Dynkin
(mostre-se que R = {F € F : u*(F) = p(F)} = F), prova-se que (9.11) define efetiva-
mente a medida p no caso de dominacao de P em causa.

Esta definicao mostra ainda que p é dominada pela medida produto v x m, sendo
f(0, z) igualmente uma versao da derivada de Radon-Nikodym du/d(v x m).

O teorema de Fubini permite-nos reescrever (9.3) como

(9.12) P(A) = /A

/@ £(6, x)v(d@)] m(dz)

revelando que a fungdo A-mensurdvel g(z) = [o f(0,x)v(dx) presente em (9.12) é uma
versao de dP/dm (note-se que P < m), e consequentemente de d(v x P)/d(v x m).
Sublinhe-se que g(z) = 0 implica f(6,2) =0 [v].

Nestas condi¢oes de dominagao de p por v X m, prova-se que u < v x P (veja-se
Exercicio 9.3 em seguida), caracteristica que traduz a dominac¢ao do modelo bayesiano
(Q, F, ). Deste modo, a derivada de Radon-Nikodym de i com respeito a medida produto
IT = v x P pode ser definida por

(9.13) hO,x) = f(0,z)/g(x) seg(x) >0
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e quando g(z) = 0, du/dIl pode ser arbitrariamente definida como igual a 1.

Exercicio 9.3

Mostre que sob a condigao de (X, .A) ser euclideano:
a) A dominagao de P garante a dominagao do modelo bayesiano;

b) A dominagao de pu (por Il = v x P) assegura a dominagao v-essencial de P e a

regularidade do modelo bayesiano.

Solucao

a) Sob a condigao de P, definida num espago euclideano, ser dominada pela medida o-
finita m, com correspondente funcao densidade %&) = f(0,x), pretende mostrar-se que
VEeF, (wxP)(F)=0=uF)=0.

Por definicao da medida produto Il = v x P e pelo teorema de Fubini

[1(F) = / P(F*)u(dd) = /X /@ Ipo (2)1/(d6) P(dx)

)
onde F? = {x : (0,x) € F}. Como dP(x)/dm(z) = g(x) segue-se que

T(F) = /X g(x) { /@ IFo(x)y(dH)] m(dz) .

Assim, TI(F) = 0 implica que

g(z) / Tpo(2)0(df) = 0
o
exceto num conjunto Xy € A, digamos, com m(Xy) = 0. Portanto, Vx € X — & N {g(z) >
0}, Ipe(z) = 0 [v] e, por outro lado, Vz € X — Xy N {g(xz) = 0}, f(f,z) =0 [v]. Em
suma, [po(x)f(0,2) =0 [v], Vo € X — A. Como ja sabemos que nas condigoes assumidas

Pyp(F?) = [y Ipo(x) f(0, z)m(dz), para todo F € F e § € O tem-se pelo teorema de Fubini

u(F) = /X . { /@ Tpo(2) (6, 2)0(d6)| m(dz) =0 QE.D.

Nota 9.1
Observe-se que por definicao das medidas produto p e IT em J, elas verificam, inde-
pendentemente da dominacgao considerada de P, a relacao p < II, quer em J quer na

algebra gerada por J (constituida por unides finitas de elementos disjuntos de 7).
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Pode provar-se que a relagdo p < Il mantém-se em F se (X,A) e (©,8) forem
euclideanos, pelo que, nestas condigoes, o modelo bayesiano é dominado sem que P seja
necessariamente dominada — veja-se o Lema 3.4 de Picci (1974); Theory of sufficient statis-
tics and structure analysis of transition probabilities with application to identifiability;

Report CNR-LADSEB 74/06, Padova, Italy.

b) A hipétese agora é u < II. Sendo h(f,zr) uma versdo da respectiva derivada de

Radon-Nikodym tem-se pelo teorema de Fubini que
VBxAeJ, wBxA) = / / h(6, ) P(dx)v(d0)
BJA
— / / h(6, 2)v(d6) P(dz) .
AJB

A comparagao da primeira integral definidora de u(B x A) com (9.2) produz
Fy(A4) = [ h(6,2)P(d) ¥]
A

onde o conjunto v-nulo é em geral dependente do conjunto A. Contudo, pelo carater
euclideano de (X, .A) pode mostrar-se que a expressao acima definidora de Py(A) ¢é vélida
para todo A € A desde que 8 € © — N, onde N € B é um conjunto v-nulo independente
de A — mas possivelmente dependente da versao escolhida de dyu/dIl (veja-se para o efeito
Picci (1974), op. cit., teorema A.4 do apéndice).

Resulta entao que P domina a sub-familia de P, {F, : § € © — N} e, portanto, domina
v-quase sempre (e é sempre dominada por) P.

Por outro lado, a dominacao de p por Il = v x P permite definir p = v X Py = P X 1,

tomando
Py(A) = /A h(0,2)P(dz), YAe A
vo(B) = /Bh(e,a;)u(de), VBeB,

que representam assim versoes regulares das probabilidades p condicionais a F(6) e a

F (), respectivamente (restringidas a F(Z) e a F(6), conforme o caso). O

Do exercicio anterior deduz-se igualmente que a familia (), quando definida num espaco

mensuravel euclideano, é P-essencialmente dominada por v, ja que

(9.14) v, (B) = /B h(8, 2)v(d6)
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para todo x € X — M, onde P(M) = 0. Deste modo, as derivadas de Radon-Nikodym,
dPy/dP e dv,/dv, coincidem v x P-quase em toda parte.
Quando v é absolutamente continua em relagdo a uma medida o-finita A em (O, B),

com fungao densidade (), tem-se entao v, < A, Vo € X — M com

_ dva(0)  dve(6)

a(0.) =20~ Bl
(9.15) i
_ f(eé(:z?w) se g(x) >0
q(0) , C.C

traduzindo a conhecida expressao da funcao densidade a posteriori resultante da aplicagao

do teorema de Bayes.

Nota 9.2

Se a medida a priori v for apenas o-finita (é o caso das chamadas distribuigdes a priori
impréprias), a medida produto 1 = v x Py serd igualmente o-finita de acordo com o
teorema da medida produto generalizado. Contudo, pode acontecer que P nao seja o-
finita (se o for, no caso dominado, dju/d(v x P) é bem definida e a distribuigao a posteriori
é prépria) e, nesse caso, nao se garante a decomposicao p = P X v, nem a defini¢ao de
v x P. Além disso, dP/dm nao é m-essencialmente finita e nos pontos em que é infinita
a medida [g f(0,z)v(df) também é infinita, pelo que a medida a posteriori nao é bem
definida. Para mais detalhes veja-se, e.g., Mouchart (1976); A note on Bayes theorem;
Statistica, 36(2), 349-357.

Exemplo 9.1
Seja X = {0,1}", A o conjunto das partes de X e P ={F,:60 € © = (0,1)} tal que

A):/AQZ?%'Q— - vy del

onde m é a medida de contagem em (X, A). Seja B a o-dlgebra de Borel de © no qual

esta definida a seguinte medida de probabilidade a priori

V(B) = /BB(a 5o N1 — 0P INdO), ab>0
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onde X\ é a medida de Lebesgue em (0,8). A medida de probabilidade marginal em
(X, .A) é definida pela funcao de probabilidade

Bla+ Yz, b+n—> ;)

9(z) = B(a,b)

, v=(21,...,2,) €EX

e a medida produto em (€2, F), representando a distribuicao conjunta de (6, x), é definida
por
B(a,b)
Bla+ Y x,b+n— Y ;)
/ 8a+2xi—1(1 _ 9)b+n72 z;—1
BxA B(a,b)

W(Bx A) = /BxA g (1 — gy (v x P)(d9 x [] du:)

(A x m)(df x Hdacz) :

A medida de probabilidade a posteriori é entao definida por

B(a,b)

vo(B) = /B gL (1 — )L v(df)

= [ a0.2)x(a0)

onde ¢(0,x) é a fungao densidade da distribuicao B(a + > x;,b+n — > x;).

9.3 MEDIDAS CONDICIONADAS ADICIONAIS

Para evitar complicagoes com a eventual inexisténcia de versoes regulares de probabil-
idades no espaco produto condicionais em subalgebras de F, admitiremos doravante que
(X, A) e (0, B) sao espagos euclideanos. As fungoes de transi¢ao, Py(A) em O x A e v,(B)
em X x B, serdo por vezes designadas por Pg(A) e v4(B), para destacar, respectivamente,
a sua B-mensurabilidade para cada A € A e a sua A-mensurabilidade para cada B € B.

Consideremos agora as fun¢oes mensuraveis ¢ : (0,8) — (®,B;) et : (X, A) —
(T, A;), indutoras das subalgebras B(¢) C B e A(t) C A, respectivamente. Elas definem

as transformacoes compostas ¢ = ¢po 6 et = t oT que induzem, respectivamente as

subélgebras F(¢) C F(0) e F(t) C F(z).
Por definigao das probabilidades condicionais em (€, F) dado F(f) e F(¢), respecti-
vamente, temos para todo Be Be A€ A

(9.16) VAL € AW), uBx (AN A)] = [ plB x AF@) ()

1
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(O17) VB €B(), ul(BNB)x A = [ plBx AF@) ) (d)

B,

onde pf (resp. p®) denota a restricao de p a (€, F(%)) (resp. (2, F(9)).

As restrigoes a F(T) e a F(A) de uma versao regular de u(-|F (%)) conduzem, respec-
tivamente, & medida preditiva (a priori) e & medida a posteriori condicionais em ¢ que
denotamos pelas fungoes de transigdo P,(A) : T x A — [0,1] e (B) : T x B — [0, 1].

Deste modo, pela propriedade de “smoothing” da esperanga condicional, tem-se que

a probabilidade condicional em (9.16) pode ser expressa por

plB x AlF@)] = Elli5(0) ()| F ()]

= E{Iz(@)E[I5(0)| 7 @)]| 7 (1)}

= E{Ix(x)u[B|F(7)]| F (1)}

(9.18)

= Java(B)Py(dx)
Consideremos agora o condicionamento na subdlgebra induzida pelo vetor (6,7),
F(0,t) = F(0) v F(t) = B x A(t). Por definigao da restricio a F(¥) da probabilidade
condicional p dado F(0,1), obtém-se para todo A € A

HIAIF 0, D)) (w)p" (dw)

Bmzl

VB, € B, A € A(t), u[Bix (AN A)] :/

onde p' denota, na linha da notacio que tem vindo a ser seguida, a restricio de p a
(Q, F(0,%)). Tomando uma versio regular dessa probabilidade condicional obtemos a
funcao de transicao Py;(A) : (0 x T') x A — [0, 1] que, pelo teorema de Fubini, verifica a

relagao
(919)  VBi€B, Ay€ AW, ulBix (AnA)] = [ [ Po(4)Pi(dnu(ds)

Com base nesta nova fungao de transigao, a probabilidade condicional em (9.16) pode

ser alternativamente expressa por

plB x A|F(1)] = E{Iz(0) E[Iz(z)|F (6, D] F (1)}
(9.20) = E{I5(0)n[A|F (6, D)]| 7 (1)}

_ /B Poo(A)n(db) .
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As expressoes (9.18) e (9.20) revelam que
prm = P X ve =1 X By

i.e., a regularidade do modelo condicional (2, F, ,uf(;)).
A clarificagdo do significado da func@o de transicao Py,(A) pode ser operada através

da reexpressao do primeiro membro de (9.19) como

UByx (AN AN = [ g, (@)nlde) = [ Po(AN Ayw(dd)
(9.21) 1 1
- /B 1 /A PLALA(D]P(dz)v(d6)

pela defini¢ao da probabilidade amostral condicional Py dado A(t).
Comparando (9.19) com (9.21) conclui-se, dada a arbitrariedade de B, € B, que

(9.22) VAe A A€ Alt), P(ANA,) = /A Poy(A)PL(dz) [V]

Quando A(t) é separdvel (o que é garantido se t é uma varidvel aleatéria), existe
uma versdo F(0,t)-mensurdvel de Py(A|A(t)), VA € A, quando enquadrada no espago

produto. Tomando essa versao em (9.21), a sua comparagao com (9.22), implica que
VAe A, Ppi(A) = By[A|A(t)] [P

para v-essencialmente todo 6 € ©.

Em suma, a versao regular da probabilidade condicional u[-|F (0, )] restringida a F(T)
identifica-se p-essencialmente com a distribuicao amostral condicional a ¢.

Seguindo um argumento andlogo, é possivel definir probabilidades a priori, probabil-
idades amostrais e probabilidades a posteriori, todas condicionais a ¢, e, a partir delas,

clarificar o modelo condicional (2, F, uf@)). Tal é o proposito do préximo exercicio.

Exercicio 9.4
Considere uma versao regular da probabilidade condicional p dado F(¢), definida em

(9.17).

a) Defina a medida de probabilidade a priori e a medida de probabilidade amostral,
ambas condicionais a ¢, e denote-as pelas fungoes de transicao v4(B) : @ x B — [0, 1]

e Py(A): & x A—[0,1].
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b) Mostre que pzg = vy X Py, Le.,

ulB x AIF@)] = [ Pa(A)vs(do)

c¢) Defina a fungao de transigao vy, (B) : (® x X) — [0, 1] através da restricao a F(6)
de uma versdo regular de probabilidade condicional x dado F(¢,7) = B(¢) x A, e

mostre que o modelo condicional (€2, F, ,uf@) é regular, provando que
UIB x AIF(3)] = [ vouPs(dn)

d) Mostre que v ,(-) coincide p-essencialmente com a medida de probabilidade a pos-

teriori condicional em ¢, v, (-|B(9)).

Nota 9.3

Este procedimento de definicao das fungoes de transicao Py, P;, Py e vg, 14 € Vg, pode
ser aplicado a subdalgebras C C B e D C A, sem explicitar se sdo ou nao induzidas por
fungoes mensuraveis nao triviais. Neste quadro mais geral os simbolos P, Pp e Pgyp, na
linha do significado de Pg, designarao as medidas no espaco amostral que se identificam
com a restricao a A (= F(7)) das probabilidades condicionais em C; = {¢ x X : ¢ € C},
D, ={0xD:DeD}eBxD(=F()VD,). Analogamente, os simbolos v¢, vp e
Vaxe (recorde-se o significado de v4) denotarao as medidas no espago paramétrico que se
identificam com a restricao a B (= F()) das probabilidades condicionais em C,, Dy e
CxA(=CyVF(@).

A separabilidade de D (resp. C) garante a interpretagao essencial de Pgyp (resp. Vaxc)
como uma medida amostral (resp. a posteriori) condicional em D (resp. C). Nesse caso,
Pp (resp. v¢) traduz a medida preditiva (a priori) condicional em D (resp. a medida a

priori condicional em C). Também P e vp representarao medidas amostral e a posteriori

condicionais em C e D, respectivamente.

9.4 DOMINACAO DE MODELOS MARGINAIS E CONDICIONAIS

Consideremos um modelo bayesiano (€2, F, 1) regular e dominado e seja h uma versao

de du/dIl, onde II = v x P. Por definicao da restricao a G C F de u e II, o modelo
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marginal (2,G, u9) é dominado por I19. Como Vf € G

:/Qfduz/gfhdH:/QfEn(h!Q)ng,

segue-se que Erj(h|G) é uma versao de duf /dI19.

Como p e IT tém as mesmas medidas marginais, tem-se, por exemplo, Fr(h|G) = 1,
I} quando G =C, ={Cx X :CeCCBteG=D, ={0xD:DecDcC A}
Consideremos agora G = C x D = o({C x D : C € C,D € D}). Observe-se que, por
definicao de Il e de G,

(9.23) 9 = ¢ x PP .

Por outro lado, VC' x D € G

(9.24) (0 x D) / Py(D [ EIP VC(dh)
(9.25) - /D'MC = | E.(0)|D)P (da)
onde

Elv.(C)|D] = E{E[I5(0)|F(2)]|D+}
= E[I5(0)[D4] = vp(C) [u]

e analogamente E[FPy(D)|C] = Pe(D) [p].

Assim, 19 admite a decomposicio
(9.26) pd =1° x PP = PP x5

onde PP (resp. v%) indica a restrigio a D (C) da probabilidade amostral (a posteriori)

condicional a C (a D), que, sob a regularidade assumida, podem ser calculadas por

(9.27) PP(D) = /@Pg(D)yc(dQ) , VDeD

(9.28) E(C) = /X v(C)Pp(dz) , VO €C

Dai a designac@o usual de probabilidade amostral marginalizada (restringida a D) para

PP e de probabilidade a posteriori marginalizada (restringida a C) para 14,
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Para a determinacao de Ep(h|C x D), analisemos a estrutura da medida IT condicional

aC xD. Paratodo Be€ B, A€ A, tem-se VC x D € C x D, por um lado,
M[(BNC) x (AN D)] = /Cw TI(B x A|C x D)(w)°(d6) PP(dx)
e por outro,
n(BNC)x (ANnD)] = v(BNC)P(AND)
= [ ve(BF(a0) x [ Po(A)PP(da)
= [ ve(B)Po(A)F (d6) PP (da)
Conclui-se assim que a medida condicional Ilg, com G = C x D, admite a decomposi¢ao

(9.29) Ilg = ve x Pp [11Y]

pelo que, dada a regularidade das probabilidades condicionais v¢ e Pp, se tem

(9.30) En(h|C x D) = / h(6, )ve (d) Pp(dx)
OxX
Nos casos particulares em que G = B x D e G = C x A tem-se obviamente
(9.31) Enlh|B x D] :/ h(8, z) Pp(dz)
X
(9.32) Enlh|C x A] = /@ h(8, )ve(d6)

A estrutura da medida p condicional em G = C X D segue-se da aplicacao de um
argumento andlogo aquele usado em 9.3 para a derivagao da decomposi¢ao de pzg e
L) Assim, sob a regularidade assumida de vz e Pp, o modelo (92,G, ug) é regular,

sendo
(933) Hg = Vg X PBXD = Pg X VUAxC -

Para a definicao precisa da dominacao de modelos condicionais, consideremos momen-
taneamente F; e Fo duas subdlgebras de F e seja F; € F;, ¢ = 1,2. Entao, por um lado,
de dp/dIl = h, vem

PN E) = [ In@p(do) = [ 1r (@) En(lF v F2)@)11(d)
(9.34)
_ /F | EnlIs (@) En(h|F, V F)| Fol (@)1 d)
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onde nas integrais nao se explicitam, por comodidade, as restrigoes inerentes de II.

Por outro lado,
p(F0 B = [ p(RIF)@)n(do) = [ p(Fi|F2) (@) Enlh| ) () 1(de)
que, por comparacao com (9.34), dada a arbitrariedade de F» € F;, implica
(9.35) EnlIp Eu(h|Fy V F2)|Fo] = p(F1|F2) En(h|F2) (1172
Observe-se que go = Erp(h|F,) > 0 [u] e {go = 0} C {En(h|F VvV F2) =0} [I], ja que

pllor =00 = [ En(lF v E)I= [ gdn=0.

{g2=0} {g2=0}
Definamos entao a funcao F; V Fo-mensuravel
7 [En(h|FiVF)/g2 ,sega>0
(936) i, = { 1 ;s g2 =0

De (9.35) obtém-se entao, VF; € F;
(9.37) EnlIp 7| Fo) = n(F|F) -

Esta relagao diz-nos que a restricao a F; de pg, é dominada pela correspondente
restri¢ao de Ilz,, com derivada de Radon-Nikodym definida por hg

Consideremos agora a particularizacao para Fo = C X D e tomemos inicialmente

F1 = F(0). Entao, VB C B,

vexp(B) = E,[I5|C x D] = EnlIght,p]
(9.38) B B
= [, [ Weove(ds) Po(dz) = [ 0G.ove(dd)

onde as duas ultimas igualdades se justificam por (9.29) e pelo fato de hgxp ser B x D-

mensuravel. A expressao (9.38) revela que vexp (a restrigdo a F(6) de piecxp) ¢ dominada
por ve com derivada de Radon-Nikodym dada por

_ Eq(hBxD)  [yh(0,2)Pp(dx)
T En(h|Cx D)~ Jo.y h(0, 2)ve(d0) Pp(d)

(9.39) .

Tomando agora F; = F(T) prova-se que a restrigao a F(Z) de picxp, Pexp, ¢ dominada
por Pp com derivada de Radon-Nikodym

_ En(h|lAxC) Jo h(0,x)vc(dO)

(9.40) hexp = En(h|C x D)  foux MO, 2)ve(d)Pp(dx)
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Consequentemente, a medida produto veywp X FPexp € dominada por ve X Pp com

derivada de Radon-Nikodym definida por hng X h%. p. Observe-se que, em particular,

i h(0, x)
(9.41) hexa = Jo h(6, x)ve(d)

_—_ h(f, )
(9.42) BXD = 1 h(6, ) Pp(dx)

Basta fazer D = A em (9.39) e C = B em (9.40), respectivamente.
A decomposicao (9.33) permite constatar que piexp < Vexp X Pexp com derivada de
Radon-Nikodym definida por

o dpiexp/dlexp
CxD =5 -
hCXD X h‘C><D

Como por (9.37) (Fy =F,Fo, =C x D)

En(h|F) 16, z)
En(hC x D) [orx h(0, z)ve(d0) Pp(dz)

d,quD

9.43
( ) dHCXD

_ 0T _
- hCXD -

resulta que

- hEy(h|C x D)
P~ Eu(h|B x D)Eq(h|C x A)

(9.44)

no conjunto onde os dois fatores do denominador sao positivos, podendo ser tomada igual

a 1, no caso contrario. Observe-se que
{h >0} C{En(h|B xD)>0}n{Ey(h|C x.A) >0} [I].

Pela decomposicao regular de pexp, tem-se

dPsxp  dvaxc

h = =
P dPexp dvexp

pelo que as probabilidades amostral e a posteriori condicionais, Pgxp € Vaxc, podem ser

definidas por

(9.45) VA€ A, Pgxp(A) = /AhCXDdPCXD = /AhngdPD

(9.46) VB € B, vxc(B) Z/thdecw = /BhngdVC
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onde hg, p e hl, , sio expressas por (9.41) e (9.42), respectivamente.

Exemplo 9.2

Considere o modelo (X, A4,P) onde X = IR", A é a o-édlgebra de Borel de R" e
P={F:0=(a,0) € RxIR;}, onde Py(dz) = f(z;0)m,(dx), com f(x;0) = f(6,x),
para 6 fixo, a fungao densidade da distribui¢ao Normal n-variada, N, (al,, d1,,), em relagdo
a medida de Lebesgue n-dimensional m,, (os simbolos 1,, e I,, representam o vetor n x 1
de 1’s e a matriz identidade de ordem n, respectivamente).

Considere ainda a medida de probabilidade a priori definida em (6, B), onde © =
R x R, e B a o-dlgebra dos borelianos de ©, pelo membro da familia conjugada de P,
ie.,

v(da x d) = q(a, §)ma(da x do)

onde ¢(a, 0) é a fungao densidade Normal-Gama Inversa, NGI (a, b, ¢, d), relativamente a

medida de Lebesgue bidimensional, ms, em ©. Mais concretamente,

v(da x d§) = vs(da)v®(dd)

com
vs(da) = qi(a;d)ma(da)
VO (dd) = qa(8)ma(dd)
onde
@(a;d) = (2I)~ Y252 exp [—2[)6(04 - a)Q] , b>0
dc 1 c+1 d
q2(5> - F(C) (6) exp [_5‘| ](0,+OO)(6) ) C,d >0.
Isto é, a|d ~ N(a,d|b) e 6 ~ G I(c,d).
Equivalentemente,
v(da x df) = v¥(da)vy(dd)
com

Vo(d6) = g3(0; )my(dd)
v¥(da) = qu(a)my(da)
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onde ¢3(d; ) é a densidade G,I(c+ %, d(a)), com d(a) = d + %(a — a)?, relativamente &
medida de Lebesgue, my, em R, e g4(a) é a densidade, t(2¢, a, b%), de uma t-student com
2c¢ graus de liberdade e parametros de localizagao, a, e de escala, W, relativamente a
mesma medida em IR. Isto é,
r (2627“) 24\ /? (a — a)? -5
v =rorag (5) [0
A medida preditiva é definida por P(dx) = g(x)m,(dz), onde g(z) é a densidade
t-Student n-variada, t,(2c, al,, gV),

r 2c+n T
o) = r<c>[(r<21/g>1n’v‘1/2@‘””/2 i+

(SlisH

_ 2c¢+n

—al,)V "z —al,)] 2
2d

com V = I, + % e [V] = (n+b)/b. As componentes de z sdo assim marginal-
mente equicorrelacionadas, permutaveis mas dependentes, com distribui¢oes marginais
t(2c,a, (1 + 1/b)).

A “densidade” de p = v x Py com respeito a Il = v x P é entao dada por h(0,z) =
1(6,2)/9(x).

Definamos o modelo marginal para (o, z), (,G, u9), onde G = B(a) x A.

A medida de probabilidade amostral marginalizada, P, (= Pg()), ¢ definida por
P,(dz) = f(z;a)my,(dz), onde, por (9.27), f(z;a) = [5° f(0,2)v,(dd), traduzindo, para

d(a

« fixo, a densidade t,(2¢ + 1, al,, ?;)In) De novo, as componentes de x sao, dado «,
2

permutaveis e dependentes, mas agora nao correlacionadas.
Por (9.32), En[h(6,x)|B(a) x A] = f(x;a)/g(x), donde
f(z;a)

g9()
= f(x;a)q(a)mi(da)m,(dz)

pf (da x dx) v®(da) P(dx)

i.e., duf/d(my x m,) é o produto de duas densidades ¢-Student.

Definamos agora o modelo marginal para (0,t), (Q,G,u9), onde G = B x A(t) e
t =3 x;/n.

A probabilidade amostral restringida a A(t), P}, é definida por Pj(dt) = f(t; 0)m4(dt),
onde f(t;0) é, para 6 fixo, a densidade N(«,d/n). Consequentemente, a probabili-
dade preditiva restringida a A(t), P', é expressa por P'(dt) = g(t)mi(dt), com g(t) =
Jo f(0,t)v(df) traduzindo a densidade t(2¢, a, =2 4).

nb c
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Observe-se que a restrigdo a F(z) de p condicional a F(t), P, e a G = B x A(t), Py,

sao definidas por
9(@)
P(dx) = —~m,,(dz
da) = Lo
f(z;0)
6"
com z tal que t(x) =t (recorde, em particular, (9.42) e (9.45)).

Pyi(dx) = my,(dx)

A medida de probabilidade a posteriori, v,, é definida por

v, (dO) = h(0, x)v(df) = q(0; x)mo(db)

onde ¢q(6;x) = h(0,x)q(0) é a densidade NGI (A, B,C, D), com A = bZiZt, B =0b+n,
C=c+n/2eD=d+ X (x; —t)*/2.

Por outras palavras,
Vvp(da x d8) = v, 5(da) x v2(dS) = v2(da) X vy q(dS)
onde

ves(da) = qia;0,x)ma(da)
vo(do) = qa(d:a)mi(do)
) = g3(0;c, x)my(db)
) (

= qu(a;x)ma(da)

com ¢;, i = 1,2,3,4 traduzindo, respectivamente, as densidades N(A,0/B), G,I1(C, D),
G.I(C+1/2,D(a)), com D(a) = D+2(a—A)% e t(2C, A, D/BC). Note, em particular,
a concretizacao de (9.41) e (9.46).

A probabilidade a posteriori marginalizada em ¢, v, é definida, atendendo a (9.28),
por

ve(dfl) = q(0;t)mo(db)

onde ¢(0,t) = q(0)f(6;t)/g(t) traduz a densidade NGI (A, B, Cy, D;), com Cy =c+1/2 ¢
Dy=d+ 35 (t —a)?. Em particular, tem-se assim que, em relagao & medida de Lebesgue

unldlmensmnal, ut ¢ definida pela densidade G,I(Cy, D;) e 145 coincide com v, s para

= t(x).
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Atendendo a (9.31), Enlh(0,2)|G] = f(0,t)/g(t), para G = B x A(t), pelo que

f(0,¢) ¢
pf(do x dt) = o) v(df) P (dt)
t

= [f(0,t)q(0)ma(dO)m (dt)

define a medida produto em (€, G).

Exercicio 9.5
Relativamente ao Exemplo 9.2:
a) Verifique os resultados distribucionais referidos.

2

b) Mostre que o modelo marginal para (0%, z) é definido por uma densidade, rela-

tivamente a medida de Lebesgue em IR"™ X IR, que é o produto das densidades
Ny(al,,o*V) e G I(c,d).

¢) Mostre que o modelo marginal para («,t) é definido por uma densidade, relati-
vamente & medida de Lebesgue em IR?, que é o produto das densidades t(c +

La,d(a)/[n(c+1)]) e t(2¢,a,d/(bc)).
d) Defina os modelos associados com:

— a restri¢do a F(Z) e a F(0) da medida produto u condicional a B(a) x A(t);

— a restrigio a F(t) de pr@) e a restricio a F(a) de pizg).

e) Sendo s = Y>(z;—t)?/(n—1), defina a medida marginal P**, mostrando em particular

que s/[2% + s] ~ B.("5,¢) e que s e t sio marginalmente dependentes.

f) Prove que, sendo A(t, s) a o-algebra gerada por (¢, s), se verificam as identidades:

Poxaitsy = Pag,s)

VA = VA(,s)
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CAPITULO 10

INDEPENDENCIA CONDICIONAL E
SUFICIENCIA BAYESIANA AMOSTRAL

10.1 CONCEITO E PROPRIEDADES DA INDEPENDENCIA
CONDICIONAL

Antes de nos referirmos propriamente a definicao e as propriedades relevantes da in-
dependéncia condicional no quadro do modelo bayesiano (€2, F, i), faremos uma breve
digressao sobre o completamento de subdlgebras de F na linha do que foi feito no Capitulo
1 sobre as subéalgebras de A no contexto do modelo cléssico.

Para o efeito, seja Fo = {F € F : py*(F) = u(F)} o completamento da o-dlgebra
trivial Fo = {¢,Q}, que é assim gerada pelo o-anel, N, dos conjuntos p-nulos de F. O
completamento de qualquer subalgebra F; C F é definido pela subdlgebra F, = F; V Fy.

As propriedades dos completamentos de subédlgebras de A com os conjuntos P-nulos
referidas no Capitulo 1 aplicam-se na sua esséncia a este contexto. Observe-se, no entanto,
que os dois completamentos sao naturalmente distintos ja que Fy (e mesmo, em geral,
FoNF(T)) contém estritamente os conjuntos P-nulos de F(T). Consequentemente, VD C
A, D, nao estd incluida necessariamente em F(T).

A este respeito convém notar que VF; C Fo C F o fato de F; = F; VN (constituindo
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a classe de todos os conjuntos de F p-essencialmente iguais aos elementos de F;), permite
verificar que FyV(FoNFy) = F1NF,. Ouseja, o completamento de F; com os conjuntos pi-
nulos de JF; coincide com a o-algebra dos conjuntos de F; que sao p-iguais aos conjuntos de
Fi. Deste modo, e voltando & ilustragao acima, Dy NF(T) representa a menor subélgebra
amostral contendo D, e todos os conjuntos p-nulos de F(ZT).

Para terminar este paréntesis, relembramos que F; diz-se completada (resp. Fo-
completada com Fy D Fy) se Fy = F (resp. Fi1 N Fy = Fy).

Consideremos entao que F;, 1 = 1,2, 3 sao subalgebras de F.

Definicao 10.1
Diz-se que F; e F» sao independentes condicionalmente a F3 — e escreve-se F [[ Fa| Fs,

seVf; € L(F),1=1,2

E(f1fo|Fs) = E(fil F) E(f2] Fs) 1]

Exercicio 10.1
Prove que para a definigao de F; [[ F»|F3 é suficiente restringirmo-nos a fungoes indi-

cadoras dos conjuntos de F;, 1 = 1, 2.
O resultado seguinte constitui uma formulacao alternativa da Defini¢ao 10.1.

Teorema 10.1

F1 11 Fo| Fs se, e somente se, Vfy € L(F?)

E(fa|lF1V F3) = E(fo| F3) (1]

Prova
(Parte suficiente): Sejam f; € L(F;), i = 1,2. Pelas propriedades de “smoothing” e de
idempoténcia (i. e., E(f|F1) = f [ se f € L(F1)), tem-se

E(fifa|lF3) = E{E(fifa|F1 vV F3)|Fs} = E{AE(fol PV F)| P} (]
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donde
E(fifa|lF3) = E{fLE(fa|F3)|F3} = E(fil F1) E(fo| F3) (1]

como pretendiamos.

(Parte necesséria): Sejam F; € F;, i = 1,3. Como Fy N F3 € F; V F3 e atendendo a

definicao de esperanca condicional dado F; V F3 e dado F3, resulta

/ E(fz’fl\/]'—s)d/i:/
F1NF3 F

1N

fodp = [ Poln du= [ E(fals|F) dp
s Fy Fy

onde, por comodidade, se omitiu a explicitacao das restrigoes apropriadas de pu.

Atendendo a hipétese e a defini¢ao de E(Ip, |F3), vem

S ERIF Y Fydu= [ BG\F) B F)dp= [ B(RlF)dp

1MEF3

Definamos agora

\_70 = {FlﬂFgF;E}—Z,Z:l,S} (§]
M = {Fef1Vf3:/Ffzczu:/FE(nyfg)du}.

E facil constatar que Jy € uma classe-11 geradora de F; V F3 que contém M que é um
sistema de Dynkin. O teorema de Dynkin assegura-nos entao que M = F; V F3 e, como

tal, E(f2|F1 V F3) = E(fo|F3) [u], Q.E.D. O

Dado que toda versdo de E(fy|F3) é Fs-mensuravel e atendendo ao significado de

mensurabilidade p-essencial para varidveis aleatérias, tem-se

Corolario 10.2
F1L 11 F|Fs se, e somente se, Vfy € L(F), E(fo| F1V Fs) € Fs.

No caso particular em que F3 C Fy, F; V F3 = F; e assim

Corolario 10.3
Se F3 C F, entao Fi [[ Fo|Fs se, e somente se, E(fo|Fy) € Fs, Vo € L(F).

O resultado seguinte ilustra a propriedade de monotonicidade da independéncia condi-

cional relativamente a subdlgebras de Fj.
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Teorema 10.4
Se F; H./T2|F3 e F3 C F4 C Fi, entao Fy H./T2|F4

Prova

Pelo Coroldrio 10.3, tem-se E(fa|F1) = E(f2|F3) [p] Vf2 € L(F2). Mas, pelo fato
de F, C Fi, a defini¢ao de Fi [[ Fo|F3 implica que Fy [ Fa|Fs, ou seja, que E(fao|Fy) =
E(fo|Fs) [u], Vfe € L(F). Consequentemente, Vfy € L(F), E(fo|F1) = E(fo|Fa) [p].
Q.ED. 0

Um resultado de importancia crucial sobre o conceito de independéncia condicional é

indicado no teorema seguinte.

Teorema 10.5
As seguintes condigoes sao equivalentes:
i) Fill FolFs e Fill Ful Fo V Fs;
ii) F1 [(F2 vV Fu)| Fs;
i) Fi [ Fa|Fz e Fi 1 Fo|Fu V Fs.

Prova

Pela simetria de F» e Fy, basta provar a equivaléncia entre i) e ii).
i) = ii): Vf1 € L(F), a relacdo
E(filF2 vV FuV Fs) = E(filF2 V F3) = E(f1]F3)
decorre de i), a qual prova ii).
ii) = i): Vf1 € L(F1), ii) garante
E(filF2 v FuV Fs) = E(filF3) (1]
eofatode F3 C Fo VF3 C FoV F4V Fs
E(filF2V FoV Fs) = E(filF2 V F3) [y -

Consequentemente, obtém-se i). O
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Uma implicagao importante deste teorema mostra que a relacao Fj [ F2|F3 permanece

véalida se F; (ou JF3) s@o alargadas na diregao de F3, ou se F3 é alargada na diregao de

Fi e/ou de F.

Corolario 10.6
Se Fi H:F2|f3, FiCFVFseFs C F \/&rg, entao:

i) fl V F5 Hfg V f4‘./f3;

i) Fi 11 Fel Fs V Fa v Fs.

Prova

Obviamente que o fato de F; C FyV F3 implica que F; [ F4|Fo V Fz. O Teorema 10.5
garante entao que Fi [[ Fs V Fy|F3. Esta relagao juntamente com Fy [ Fo V Fyu|Fy V Fa,
implicada por F5 C F; V F3, conduzem pelo mesmo teorema a Fy V F5 [[ Fo V Fy| F3. Esta
relagdo implica (faga-se Fy = F; V F5 no Teorema 10.5) Fy V F5 11 Fa|Fs V Fy que, por

sua vez, implica a relagao ii), Q.E.D. O

A caracterizacao de independéncia condicional em termos de densidades é propor-

cionada pelo seguinte resultado:

Teorema 10.7
Seja (2, F, u) dominado pelo modelo (§2, F,II) e h = du|dIl. Se as subélgebras F; e
F5 sao independentes condicionalmente a F3 relativamente a medida II, entao em termos

de p

F]RlF < hEY72 =h} 4] em {En(h|F;) > 0}
& hilyg = hy [u) em {Eq(h|F v Fs) > 0}

Prova

Por hipétese, Vf; € L(F;), 1= 1,2

E (fuf2|Fs) = Eu(fifoh7Y72Fs) (4]
E,(fi|F3) = EH(f1h§;|f3) (1]
E,(f2|F3) = En(f2hjfr§,|}—3) (1]
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Pela independéncia de F; e Fy condicional a F3 com respeito a Il e usando o Teorema

10.5,
En( 17| Fs) En( D3| Fs) = En(fufohz | Fs) (] -
Por conseguinte,
E (f1f2|F3) = Eu(fi F3) Eu(fo| F5) (1]
se, e somente se,

En(fifoh 272 F3) = En(fifah i bR | Fs) (1] -

Isto equivale a
WET = WERE (1) & En(hlF)hE" = En(h|F)hEhE (]

ou seja, ao resultado pretendido.

Como, por defini¢cao

pa _ En(hFVFVF) Wy
FavFs En(h|Fa v Fs) e

sempre que Er(h|Fy V F3) > 0, o teorema fica cabalmente demonstrado.

O

Consideremos agora um conceito da Teoria das Probabilidades enquadrado no espago

(Q,F, ).

Definicao 10.2

Sendo F; e F» duas subdlgebras de F, chama-se projecao de Fo em F; — e denota-se

por Fi[Fy] — a o-dlgebra gerada por qualquer versao de E(fy|F;) para toda a funcao

f2 € E(fz), i.e.,
FilFo] = o({E(fo| F1) : fo € L(F2)}) -

O resultado seguinte esclarece o papel que este conceito pode desempenhar: o de

constituir essencialmente a menor das subdlgebras de F; condicionalmente as quais F; se

torna independente de F».

Teorema 10.8

Sejam F;, i = 1,2, 3 subalgebras de F tal que F3 C F;. Entao
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i) Fi 11 Fol Fu[Fa);
ii) Se Fy 11 Fo| Fs, entao Fi[Fo) € Fs [u).
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Prova

Como Fi[F,] C Fi, o Corolario 10.3 assegura i). Por outro lado, este coroldrio, ao
afirmar que na hipétese de ii), E(f2|F1) € F3, Vfy € L(F), implica que Fi[Fs] C Fa,
pela definicao de F[Fs). 0

Exercicio 10.2
Mostre que
1) flm?oc.f.lﬂfgc.}tl[fg] Cfl;

ii) Fi[Fe) N Fi1 = Fi[F).

Nota 10.1
Os resultados acima mostram que Fi[F;] é a interseccao de todas as subdlgebras
de F; que contém os conjuntos nulos de F; e condicionalmente as quais F; e F» sao

independentes.

O Corolario 10.3 estabelece uma condigao de mensurabilidade que é necessaria e sufi-
ciente para a independéncia condicional entre F; e F5 dado uma subalgebra de ;. Nestas
condicoes, uma outra condicao equivalente com relevancia estatistica, como referiremos

na Secao 10.3, é fornecida pelo seguinte teorema:

Teorema 10.9
Se F3 C Fi1, F1 11 Fa|Fs se, e somente se,

Vf e L(F), E{EGIF)FR) = BGIF) [

Prova

(Parte necesséria): Por definicio, Vf € L£(F)
E(f[F2V Fs) = E(f|F5) 4
o que implica que, pela propriedade de “smoothing”
EE(f|F2V F3)|F2] = E(f|F2) = E[E(f|F3)[F2] [n] -
(Parte suficiente): Seja f; € L(F;), i =1,2,3. Como f1f3 € L(F1),
E(fifofs|Fo) = LE(fifs|F2) = LEE(fif3|F5)]F2]

= LE[LBE(AIF)|Fe] = Elfo fsE(filF3)|Fo] (1] -
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Consequentemente,

E(fif2fs) = EE(fif2f3|F2)] = EIE(fofsE(fi|F3)] (1] -
Por definicao de E(-|F3), tem-se
E(fifafs) = ElfsE(fi1falF3)]

ElfsfsE(filF3)] = E{fE[fE(fi|Fs)|Fs]}
= E{f3E(f1\f3)E(f2\f3)}

donde, pela arbitrariedade de f3 € L(F3),
E(fifa|F3) = E(fil F3)E(f2|F3) (1]

traduzindo F; [] F2|F3, Q.E.D. O

Exercicio 10.3

Prove que F [1 F»|F3 pode ser caracterizado pela seguinte condicao:
Ve L(FVFs), EIE(fIF3)|F2] = E(fIF2) [1]

(Sugestao: use a relacao Fy [ Fa|Fs < (F1 V Fs) [T Fa|Fs e o Teorema 10.9.)

10.2 SUFICIENCIA BAYESIANA AMOSTRAL

A idéia intuitiva de suficiéncia bayesiana de uma estatistica t € A estd ligada a
caracteristica de a medida a posteriori depender dos dados apenas através de t, i.e., a
relacio 1,(B) = 1(B), VB € B. E o que sucede no Exemplo 9.2, com a estatistica
(X xi/n, X (s — S x;/n)?/(n — 1) — reveja o Exercicio 9.5, alinea f.

Esta nocao pode ser aplicada a qualquer subalgebra D C A de acordo com a seguinte

definicao:

Definicao 10.3
A subalgebra D C A diz-se suficiente bayesiana (abreviadamente, B-suficiente) se no

modelo (§2, F, 1) se tem

VB € B, u[B|F(z) = pBD,] [P]
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onde D, ={© x D : D € D}.

Em termos da notacao definida em 9.3, esta relagao traduz a identidade essencial das
fungoes v4 e vp, significando pois que para todo B € B, a v.a. v4(B) tem uma versao
D-mensuravel. Isto implica que tal v.a. seja constante nos dtomos de D (elementos da
particao induzida por D). Sob a natureza euclideana de (X, A) que temos vindo a admitir,
a Definicao 10.3 para D separavel equivale mesmo a afirmar que v4(B) é constante nos
atomos de D, VB € B.

A definicao do conceito de independéncia condicional em (€2, F, 1) implica, considerando

A, = F(T) e By = F(0), que:

Teorema 10.10

D C A é B-suficiente se, e somente se, verifica uma das seguintes condigoes equiva-
lentes:

i) VB € B, vs(B) = vp(B) [P);

i) Ay [1B4|Dy;

iii) VA € A, Psxp(A) = Pp(A) [P].

Prova
Basta atender ao significado das fungoes de transicao mencionadas no espaco (€2, F, )

e a simetria do conceito de independéncia condicional. O

A inspecao da condigao iii) revela a sua semelhanga com a definigdo de suficiéncia
classica (abreviadamente, C-suficiéncia) com respeito ao modelo cldssico, dada no Capitu-
lo 3, nas condicoes de identificagao de P.p com uma probabilidade amostral condicional.

Mais concretamente, tem-se

Teorema 10.11
Se a subdlgebra separavel D é C-suficiente, entao D é B-suficiente para toda a medida

de probabilidade a priori v.

Prova
Pela C-suficiéncia de D, seja g4 uma versao comum de Py(A|D) para todo 0§ € ©. A

separabilidade de D garante que existe uma versao de Py(A|D) que é B x D-mensuravel
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no espago produto, coincidindo entdo com Pgyp(A) p-essencialmente. Assim,
VA€ A, wAF@) VD) =ga=gioT [i]
donde VD € D

P(AﬂD):M(Xﬂﬁ):/BM(Z]BXD)d,u:/EgAdu:/DgAdP.

Por conseguinte, g4 ¢ uma versao de P(A|D) = Pp(A) para todo A € A e toda a medida
V. O

E este resultado que justifica que toda a estatistica real C-suficiente seja igualmente
B-suficiente para toda a probabilidade a priori. Contudo, nem toda a estatistica real B-
suficiente é necessariamente C-suficiente. Basta pensar no fato de que a B-suficiéncia de D
implica a B-suficiéncia para qualquer subédlgebra que a contenha (recorde-se a monotoni-
cidade do conceito de independéncia condicional) quando tal propriedade nao se verifica
para a C-suficiéncia, como se frisou no Capitulo 3 (relembre-se o exemplo de Burkholder,
1961).

A colocagao de certas suposi¢oes sobre a probabilidade a priori v ja permite obter
a proposicao reciproca do teorema anterior. Para o efeito, e usando a terminologia de

Florens et al. (1990, op. cit.), consideremos

Definicao 10.4
A medida de probabilidade a priori v diz-se regular para P = {Py : 0 € ©} se

Yt € L(A), Ep(t) =0 [v] = Ep(t) =0, Y0 €O . 0

A particularizagao desta definicao a fungoes indicadoras de conjuntos A-mensuraveis
mostra que o uso de uma medida v regular na construcao da medida produto assegura
a continuidade absoluta mutua entre P e P e, em particular, a dominagao do modelo
classico.

A condigao de regularidade de v é verificada em intimeras situagbes usuais sob um

espago paramétrico euclideano:
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a) Quando © é numeravel, a regularidade de v para P é garantida se o conjunto vazio

for o tnico conjunto v-nulo;

b) Quando © é nao numerdvel e as probabilidades amostrais sdo tais que
Ep,(t) = ¥¢(#) é uma funcao continua em 6, Vt € L(A), v é regular para P se

atribuir probabilidade positiva a qualquer aberto de B.

Note-se que a suposi¢ao de continuidade de () no caso de dominagao de P pela
medida de Lebesgue m é assegurada quando a fun¢ao F-mensuravel dPy(z)/dm(x)
é continua em ¢ para cada x e dominada para todo € por uma funcao de x Lebesgue-

integravel.

Exercicio 10.4

Prova as afirmagoes feitas nas alineas a) e b) acima referidas.
Posto isto, pode afirmar-se que:

Teorema 10.12

Se D C A é B-suficiente e v é regular para P, entao D é C-suficiente.

Prova
Da relagao (9.22) aplicada a D (em vez de A(t)) tem-se, sob a hipdtese, para todo

Aec A
VAl < D, EPQ[IAmAl — [Alpp(A>] =0 [I/]

o que implica, pela regularidade de v para P, que

VA, €D, Py(ANA) :/ Pp(A)PP(dz) , Y€ O .

Ay

Isto revela que a probabilidade preditiva condicional a D de A é uma versao comum D-
mensuravel de Pp(A|D), para todo 6, VA € A, ou seja, que D é suficiente com respeito a

(X, A,P). O

A definicao de B-suficiéncia através do conceito de independéncia condicional permite
caracteriza-la num modelo bayesiano dominado através de propriedades de densidades

adequadas, pelo uso do Teorema 10.7. Com efeito, tendo em conta que em termos de
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Il =vx P, B, e A_ sao independentes nao condicionalmente, o que implica a sua
independéncia condicional a D, o Teorema 10.7 garante-nos que D é B-suficiente quando

u < II se, e somente se

hip, = hip, hp, (0] & 0l = hop [T
Recordando o significado destas fungoes (veja-se Se¢ao 9.4), tais relagoes correspondem a
Enlh|B x A = h = Eu[h|B x D] = / hPp(dz) [TI]
X

onde h = dyu/dIl. Deste modo, D é B-suficiente se, e somente se, h é B x DH—mensuréwel,
onde Bx D" representa o completamento de B x D com os conjuntos II-nulos. Quando

P é dominada pela medida de referéncia m em (X, .A), obtém-se

dp(w)

dlvxmyey ~ MO0 e

que pode ser vista como o analogo bayesiano do teorema de fatorizacao de Halmos-Savage

para a caracterizagao da suficiéncia de uma subdlgebra D.

Exercicio 10.5

Do ponto de vista cldssico, C C A diz-se ancilar (abreviadamente, C-ancilar) se YA €
D, Py(A) = K4, V0 € ©. A definicao bayesiana natural de ancilaridade é a seguinte: D
diz-se B-ancilar se VA € D, PP(A) = PP(A) [u].

a) Mostre que a defini¢ao bayesiana de ancilaridade equivale a qualquer das condigoes:

i) By 1Dy
ii) VB € B, vp(B) = v(B) [u].

b) Prove que se D é B-ancilar, entdao qualquer subélgebra de D também é B-ancilar.

¢) Mostre que os conceitos cldssico e bayesiano de ancilaridade sao equivalentes se v é

regular para P.

d) Num modelo bayesiano dominado, mostre que D é B-ancilar se, e somente se,
En[h|Bx D] =1 [I].
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As defini¢oes de B-suficiéncia e B-ancilaridade em termos de independéncia condicio-
nal permitem obter algumas relagoes entre elas com base em propriedades referidas na

Secao 10.1. Uma delas dispoe que:

Teorema 10.13
Sejam £ e D subalgebras de A preditivamente independentes. Se D é B-suficiente,
entao £ é B-ancilar e independente de D, para todo 6 € ©.

Prova
O fato de £, I Dy = E, 11D |Fo e de BL 1 EL|D, pela B-suficiéncia de D e £ C A
conduzem pelo Teorema 10.5 a By [[€, e £, 11 D4 |By, Q.E.D. a

A introdugao de condigbes adicionais sobre B e D C A (e, eventualmente, £ C A)
permite obter novas relacoes entre os conceitos de B-suficiéncia, B-ancilaridade e inde-
pendéncia cléssica (i.e., dado B), constituindo as versoes bayesianas dos famosos teoremas
de Basu.

Restringir-nos-emos por agora ao teorema que estabelece a condigao em que E,[[D B,

e & [1 By implicam A, [1B,|D,.

Teorema 10.14
Sejam & e D subdlgebras de A classicamente (i.e, dado B, ) independentes e £ B-

ancilar. Se £, V D, é B-suficiente, entao D é igualmente B-suficiente.

Prova
Por hipétese, £4 11D+ |Bs e 41184 que, pelo Teorema 10.5 equivalem a £, [[D,
e E,[I1B4|Dy. Pelo mesmo teorema, esta ultima condi¢do conjugada com a hipdtese
adicional A, [T B |E; VD, equivale a A, [[By|Dy (note-se que £, VA, = A,), QE.D.
O
Exercicio 10.6
Considere que (X, A) é o espago euclideano n-dimensional no qual se considera a

2 conhecido. Seja v uma medida de

familia produto de n distribuigoes N(6,0?), com o
probabilidade a priori equivalente a medida de Lebesgue em IR. Mostre através do resul-

tado anterior (versdo bayesiana do 39 teorema de Basu) que a estatistica t = %Z?:l x; é
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B-suficiente.

10.3 COMPLETUDE E SUFICIENCIA MINIMA BAYESIANAS

Vimos na se¢ao anterior que a condicao de independéncia classica entre duas subal-
gebras, das quais uma é B-ancilar, implica a B-suficiéncia da outra desde que a menor
subalgebra que as contenha seja B-suficiente. Trataremos agora da versao bayesiana do
19 teorema de Basu, a qual estabelece a condicao que assegura a independéncia cléssica
entre uma subalgebra B-suficiente e uma subalgebra B-ancilar.

Para o efeito, recordemos que a defini¢ao classica de uma subdlgebra completa (que
rotularemos de C-completa) é a seguinte:

D C A é C-completa se para toda funcao f € D e integravel
Ep(f)=0, V0O = f=0 [P, V0.

A restrigao desta relacao a fungdes f € L(D) define o conceito de C-completude
limitada.
A versao bayesiana deste conceito radica numa relagao probabilistica entre D, e B,

(vulgarmente denominada de identificagao forte de D, por B, ), descrita por:

Definicao 10.5
D C A diz-se B-completa (resp. B-completa limitada) se para toda a funcao f € D e
integravel (resp. f € L(D)), se tem

EfIBi)=0=f=0 [4], com f=foTeD,.
Recordando que, por construgao de um modelo bayesiano regular,
E.(f|By+) = Ep,(f) [V], a definigao de B-completude pode ser, nesse quadro, traduzida

pela relacao
Vf € D e integravel, Ep,(f) =0 [v]= f=0 [P].

Exercicio 10.7

Mostre que

a) Os conceitos de C-completude e de B-completude num modelo bayesiano regular

sao equivalentes se v é regular para P.
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b) Qualquer subdlgebra B-ancilar contida numa subédlgebra B-completa é trivial (no

sentido de estar incluida em Fj).

Posto isto, tem-se

Teorema 10.15
Se D C A é B-suficiente completa, entao D é independente classicamente (e prediti-

vamente) de qualquer subalgebra B-ancilar.

Prova
Pela B-suficiéncia de D, A, [ B.|D4, o que implica &, [[ B, |D,, para qualquer £ C
A. Assim, Vf € L(E})
E(f|B+ v Dy) = E(f|D+) [u]

e, por conseguinte, dado que By C By V Dy,
E(f|By) = E[E(f|B+ v D4)|Bi] = E[E(f|D4)|B+] [u] -

Sendo £ B-ancilar, B, [1&;, tem-se Vf € L(E})

E(f1By) = E(f) (1

pelo que
EIE(fD.) = E(HIBy] =0 [1]

Pela B-completude de D tem-se entao

E(fIDy) = E(f) [,

ou seja, &4 [[Dy.
Como &, 11D, e E.11B4|D; equivalem a £, [[(By V Dy) que, por sua vez, implica
E. 11D, B, (vide Teorema 10.5), fica demonstrada a versao bayesiana do 12 teorema de

Basu. O

Exercicio 10.8
Seja x = (x1,...,%,) € RY tal que z;]0 ~ Ga(e, ), 0 = (a,d) € R3 e v definida nos
borelianos de IR%r e equivalente a respectiva medida de Lebesgue. Denote por t; e t5 a

média aritmética e a média geométrica, respectivamente, dos {x;}. Mostre que:
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a) a estatistica (t1,t2) é B-suficiente completa;

b) no modelo condicional a o (= F(@)), t; é B-suficiente completa e u = ty/t; é

B-ancilar;

¢) F(@) L(F(t) v FO)IF(@) e F(@) LI F(&)|F(@) v F(9).

Uma outra implicacao do conceito de completude para a estimacao classica foi ja
referida no Capitulo 6. A este respeito, é interessante referir que a caracterizagao de inde-
pendéncia condicional estabelecida no Teorema 10.9 tem a seguinte traducao estatistica:

D C A é B-suficiente se, e somente se, para toda a estatistica f € A, (integravel)

EIE(f|D1)|By] = E(fBy) [u] -

Com base nesta caracterizacao pode entao derivar-se a formulagao bayesiana dos re-

sultados classicos a que acima aludimos. E esse o propésito do seguinte exercicio.

Exercicio 10.9

Seja Ul = {f € Ay : E(f|B.) =(0) e E[(f —¢(0))*|B4] < oo}
a) Mostre que Vf € U, E(f|D+) € U se D é B-suficiente.

b) Se D é adicionalmente B-completa, prove que FE(f|D;) é o u-essencialmente tinico

elemento de U com menor variancia amostral.

Como jé referimos anteriormente, a suficiéncia bayesiana goza da propriedade de mono-
tonicidade, independentemente da dominacao do modelo bayesiano. Para a determinagao
do elemento minimo da classe de o-algebras B-suficientes devemos ter em conta que o
completamento de qualquer subdalgebra D, de A, nao esta incluido necessariamente em
A, (recorde-se que Dy = D, V Fy) e que Dy N A, representa a menor subdlgebra de
A, contendo D, e os conjuntos nulos de A,. Dai que seja natural definir a B-suficiéncia

minima do seguinte modo:

Definicao 10.6
D* C A é B-suficiente minima se By [[A|D% e D2 C D, N Ay, VD C A tal que
B 11 A:|D;.
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Um pouco de reflexao deixa perceber que com esta definicao é possivel existirem duas
subalgebras de A B-suficientes minimas com uma estritamente contida na outra.

Por outro lado, o Teorema 10.8 garante-nos que a projecao de B, sobre A, A, [B.]| =
oc({E(p|AL) - ¢ € L(B1)}) é B-suficiente minima. Além disso, tem a particularidade de
ser A, -completada, i.e., de conter os conjuntos nulos de A, (recorde-se o Exercicio 10.2)
e de ser a unica subalgebra B-suficiente minima dentro da classe de subalgebras A -
completadas.

Assim, e tendo em conta que a B-suficiéncia de D C A equivale a B-suficiéncia do seu

completamento, pode afirmar-se que:

Teorema 10.16

D* C A é B-suficiente minima se, e somente se, D% N A, = A, [B,].

Prova

Deixada para exercicio.

No contexto cldssico, a suficiéncia minima(l) é definida em termos de inclusao P-
essencial na classe das subalgebras suficientes. No Capitulo 3 viu-se que o elemento
minimo desta classe nao existe em geral — reveja-se o exemplo de Pitcher —, contrariamente
ao que sucede com o elemento B-suficiente minimo, como vimos.

No caso dominado, a subdlgebra suficiente minima pode ser definida em termos de
uma probabilidade dominadora especifica, ]5, que é uma combinacao linear convexa de
elementos de P. Com efeito, segundo o Teorema 4.3, D* = o({g(0,z) : 0 € ©}), onde
g(0, x) é uma versio de dPy(x)/dP(z), é suficiente minima no sentido em que D* C D [P]
(ou equivalentemente, D* C D [P]), VD C-suficiente.

Observe-se agora que a C-suficiéncia de D* implica sua B-suficiéncia e, sendo assim,
AL [By] € DN Ay, onde Di N A, designa o completamento de D% com os conjuntos
de Ay P-nulos. Por outro lado, se v é regular para P, A, [By] também é C-suficiente e
a medida preditiva P é equivalente & medida P. Assim, pelo fato de D* ser C-suficiente

minima e de A, [B,] ser A -completada, tem-se
D} C Ai[By] [P] = D} C AL[B,].

Consequentemente, Ay [By] = D} [P], i.e., Ay[B.] coincide com o completamento de D%
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com os conjuntos P-nulos (ou P-nulos) de A, o que assegura a B-suficiéncia minima de

D*, pelo Teorema 10.16. Fica pois demonstrado que:

Teorema 10.17
Se v é regular para P, a subélgebra C-suficiente minima D* = ¢ ({dP/dP : § € ©}) é
B-suficiente minima. O seu completamento com os conjuntos P-nulos de A define entdo

a subdlgebra B-suficiente minima 4 ,-completada.

Exercicio 10.10
Num modelo bayesiano regular, seja £* a menor subalgebra de A que torna as proba-

bilidades a posteriori mensuraveis, i.e.,
& =o{v(B): B € B})

a) Mostre que o completamento de £* com os conjuntos P-nulos de A define a subdl-

gebra B-suficiente minima A -completada.
b) Sob a dominagao de p por II com dp/dIl = h, mostre que o completamento de £*

referido é definido por o({h(6,x): 0 € © — N}), onde v(N) = 0.

Uma vez estabelecidos os conceitos bayesianos de completude e suficiéncia minima,

estamos em condigoes de derivar a versao bayesiana do conhecido teorema de Lehmann-
Schefté.

Teorema 10.18
Sendo D C A uma subalgebra B-suficiente e B-completa limitada, entao D é B-

suficiente minima.

Prova

Denotando A, [B.] por &, e sendo f € L(D.)

E(f1By) = E[E(f|By V &4)IBy] [u] = EIE(fI4)B] [u] -

A 12 jgualdade resulta da propriedade de “smoothing” da esperanca condicional e a

28 da relagao D, [1 B |¢4, que decorre da B-suficiéncia de € e do fato de D C A.

156



Assim, fazendo g = f — E(f|¢.), que é D,-mensuravel por ¢, C D, (Teorema
10.8), tem-se E(g|By) = 0 [u]. Dado que D é B-completa, conclui-se entao que f ¢é
p-essencialmente igual a E(f|¢;) ou, por outras palavras, que D, C &, o que implica
que

§+HA+CE+HA+=S+

pelo fato de &, ser A, -completada.
Em suma, Dy NAL = &, o que prova a B-suficiéncia minima de D pelo Teorema

10.16. O

Este resultado indica-nos assim que a classe de subdlgebras B-suficientes completas
esta contida na classe das subdlgebras B-suficientes minimas. O fato de as duas classes
serem distintas pode ser comprovado pelas subalgebras B-suficientes minimas que contém
uma subdlgebra B-ancilar nao trivial (recorde-se o Exercicio 10.7 b), como se ilustra em

seguida.

Exemplo 10.1

Seja Py uma medida produto das distribuigoes 1|0 ~ exp(f) e z3|0 ~ exp(1/0), 6 > 0,
e v uma medida equivalente & medida de Lebesgue em IRT. A estatistica © = (z1,22) é
claramente B-suficiente minima (Teorema 10.17) e equivalente a estatistica (xy,u), onde
U = T1Ts.

Como a distribuicdo amostral de u é o produto de duas distribui¢oes Exp (1), U é

B-ancilar e, portanto, x nao é B-completa.

Exercicio 10.11
Seja Py definida pela distribuigdo Multinomial (Ny, N, N3)|0 ~Ms(n,(6/2,(1-0)/2, 1/2)),
0 € (0,1) e ¥ uma medida atribuindo probabilidade positiva a qualquer aberto de (0,1).

Mostre que (N7, N2) é B-suficiente minima mas nao ¢ B-completa.
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CAPITULO 11

IDENTIFICABILIDADE PARAMETRICA

11.1 CONCEITOS E RESULTADOS BASICOS NO CONTEXTO CLASSICO

Consideremos o modelo estatistico cldssico (X, A,P), onde P = {P : § € O} ¢

definamos em O a relacao binaria ~ tal que
01N00<:>P91(A):P90(A), VAe A .

Definicao 11.1

Dois pontos de O, 0, e 6, dizem-se observacionalmente equivalentes se 6 ~ 6.

A relacao ~, dita de equivaléncia observacional, ¢ uma relacao de equivaléncia em ©
induzindo neste a particio ©/ ~ (o chamado conjunto quociente de © segundo ~) nas

classes [0p] = {6h € © : Py, = Py, }.

Definicao 11.2
O modelo (ou ©) diz-se identificavel se ©/ ~= {{6},0 € ©}.

Deste modo, a identificabilidade de © ¢é definida em termos da injetividade da aplicacao

v4(0) = Py(A) : © — [0, 1] para pelo menos um A € A. Sey4(0), VA € A, nao for injetiva,
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o modelo diz-se inidentificdvel. No caso dominado, dPy(z)/dm(x) = f(0,z) é constante

em [A] para quase todo x e f(01,2) # f(bo, x) para 01 & [0y para pelo menos um .

Exercicio 11.1

a) Mostre que num modelo inidentificivel nao ha estimadores consistentes para o

parametro e a sua estimacao é puramente arbitraria.

b) Mostre que o modelo é necessariamente identificdvel se o respectivo parametro é

interpretavel como 6 = Ep,(t) para alguma fungao ¢ € A e integravel.

Como conseqiiéncia da definigdo de um modelo inidentificdvel, ©/ ~ é a partigdo mais
fina de © (i.e., com mais partes) que consegue ser identificada (diferenciada probabilis-
ticamente) pelos dados. Obviamente que toda a particao II mais grossa do que ©/ ~
também é identificada pelos dados.

Introduzindo na classe de particoes de © a relagao binaria “Il; ¢ uma reducgao de 11"

(denotada por II; < IIy), entendida no sentido de II; ser mais grossa do que Iy, tem-se

Definigcao 11.3
i) A particao IT diz-se identificavel se I1 < ©/ ~.

ii) A funcao ¢(6) diz-se identificavel se a partigao por ela induzida é identificavel, i.e.,

se ¢(0) é constante em cada parte de ©/ ~.

Como conseqiiéncia, uma particao nao identificavel nao pode ser reducao de uma
particao identificavel, o que nao significa que seja necessariamente mais fina (note-se que
< nao goza de dicotomia). Uma parti¢ao que seja mais fina do que a partigao identificavel
©/ ~ é “suficiente” para identificar medidas idénticas em P ji que os elementos de cada

uma das suas partes sao observacionalmente equivalentes. Assim,
Definicao 11.4
i) A partigao II diz-se suficiente se ©/ ~< II.

ii) A funcdo ¢(f) diz-se suficiente se a partigdo por ela induzida é suficiente, i.e., se

assume valores diferentes em classes de equivaléncia distintas.
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Como conseqiiéncia, toda a parti¢ao (resp. fungao) identificavel é redugao (fungao) de
qualquer particao (funcdo) suficiente.
As fungoes suficientes podem ser caracterizadas através de uma fatorizacao das medi-

das Py, permitindo compreender melhor a razao de ser do epiteto suficiente.

Teorema 11.1

A fungao ¢(0) é suficiente se, e somente se, existe uma fungdo P*(:) definida em

¢(©) x A tal que Py(A) = Py, (A), VA € A, para todo 6.

Prova

(Parte suficiente): Seja 6y e 6 tal que ¢(61) = ¢(6p). Pela fatorizagao referida, Py, = Pp,,

o que traduz a suficiéncia de ¢.

(Parte necessaria): Pela suficiéncia de ¢(0), Py, = Py, sempre que ¢(61) = ¢(6y), o que

significa que Py depende de 6 apenas através de ¢(f). Definindo para cada A € A, a

fungao P}(A) = Pp(A) para 0 tal que ¢(0) = ¢, fica demonstrada a fatorizagao referida.
O

Num contexto bayesiano, a suficiéncia de uma estatistica ¢t € A é essencialmente
definida pela caracteristica de a medida de probabilidade a posteriori, v,, depender dos
dados so através de t. O resultado do Teorema 11.1 evidencia assim que o conceito de
suficiencia paramétrica pode ser visto como o dual da suficiéncia amostral, num quadro
bayesiano.

Como ©/ ~ é a tnica particao simultaneamente suficiente e identificavel, qualquer
funcao que a induza é, por um lado, a “menor” funcao suficiente e, por outro, a “maior”
funcao identificavel.

Os qualificativos de “menor” e “maior” reportam-se aqui ao menor e maior numero de
partes da respectiva particao induzida na classe das particoes respectivamente suficientes e
identificaveis. Dal as designacoes frequentes de suficiente minimal e identificivel maximal
para uma funcao desse tipo. Esta funcao tem a particularidade de caracterizar tudo o
que € ou nao é identificavel, ja que das defini¢des anteriores, uma funcao é identificavel
se, e somente se, é fungao de toda aquela que induza a partigdo O/ ~. Esta é a razao do
termo identificante também usado para designar tal tipo de funcao.

A particao ©/~ é claramente induzida pela fungao de conjunto §€© — [0l €6/~ ou
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por qualquer transformagao real bijetiva sua. Em modelos dominados regulares usuais, tal
particao pode ser definida a custa de fungoes reais associadas com medidas de informagao

amostral, como mostra o seguinte exercicio.

Exercicio 11.2

Seja 6y um valor determinado do parametro 6 € © indexante do modelo
(X, A,{Py: 0 € ©}). A funcao de informagao de Kullback-Leibler para discriminar Py,
contra Py por observagao de Py, é a fungao K(0y,6) : © x © — [0, oo| definida por

P90 (d:)ﬁ)]
Pg(d!L‘)

K(6y.9) = Ep, lln

a) Mostre que se Py, for equivalente (no sentido da continuidade absoluta mitua) a

By

0

0, € [90] = K(@O,Hl) =0.

b) Conclua de a) que se a familia { P} for autodominada por P, V8, € ©, o modelo

é identificavel se, e somente se, para todo 0y, K (6, 0) > 0, VO # 6.

¢) Para uma familia satisfazendo as usuais condigoes de regularidade (sob as quais
se derivam as conhecidas propriedades da medida de informagao de Fisher, 1(0))
K(6y,0) é continua em @ para cada #y. Mostre que nestas condi¢des o modelo é

identificavel localmente se I(6y) é nao singular, V6.

Para ilustracao dos conceitos e resultados descritos, consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 11.1

Consideremos o modelo ANOVA II balanceado sem interagao descrito por

Yijk = b+ o+ +eye, t=1,...,a; j=1,...,b; k=1,...,¢c
{eix} ii. d. (dado o?) ~ N(0,0?)

e tomemos B = (ppay...aqv1...7) e = (8 o).
Observe-se que o vetor p de todas as médias distintas, 1;; = pu+a;+7;, das observacoes
¢é definido condensadamente por p = X3, onde a matriz X de 0’s e 1’s, relacionando as

componentes de 3 e p, tem dimensdo ab x (a + b+ 1) e posto incompleto r = a +
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b — 1. Consequentemente, ha uma infinidade de valores de 3 compativeis com a mesma
distribuicao Normal multivariada para o vetor das observacoes, o que evidencia a falta de

identificabilidade do modelo. A partigao identificante ©/ ~ pode ser entao definida por
[60) = {(B107) : X = XBo, 07 =05}, b0 = (55 63) -

A classe das fungoes identificdveis inclui 02, X3, X' X, (X8 02), a; — ap (i # 1),
v — vy (5 # 7)) e (u+ ar + )% enquanto 6, Y a; e 3, sao exemplos de fungoes nao
identificdveis. As fungoes 6 e (X3 02) exemplificam funcoes suficientes enquanto (u +
a1 +71)% e (X a; 0?) ja ndo satisfazem a definigao de suficiéncia. As fungoes identificantes
sao exemplificadas por (X ¢?) ou por (X' X3 o?).

Observe-se que os exemplos dados de funcgoes lineares de 3 identificaveis correspondem
ao que na literatura de Modelos Lineares se chama de fungoes linearmente estiméaveis (i.e.,
que admitem um estimador linear nao viesado). Esta correspondéncia seria previsivel
se tivéssemos em conta que os conceitos de identificabilidade e de estimabilidade linear
coincidem no quadro de fungoes lineares. De fato, a caracterizacao de fungoes identificaveis
como transformacoes de qualquer funcao identificante (em particular, (X3 0?)) permite
concluir que toda a funcao linear de [ ¢é identificavel se, e somente se, é linearmente
estimavel.

Como conseqiiéncia da estimabilidade (existéncia de um estimador nao viesado, nao
necessariamente linear) de qualquer fungado implicar identificabilidade — reveja-se o ar-
gumento do Exercicio 11.1b) —, concluiu-se ainda que o conceito de identificabilidade é
mesmo equivalente ao de estimabilidade, quando aplicados a funcoes lineares.

Este resultado, ao indicar que nao pode haver nenhuma fungao linear que seja estimavel
sem ser linearmente estimavel, permite compreender o porqué da restricao do conceito
de estimabilidade de funcoes lineares ao de estimabilidade linear na analise classica de
modelos lineares. A consideracao de fungoes nao lineares (como (4 + ay + 71)?, neste
exemplo) ou de modelos identificdveis onde a dimensionalidade de © é superior a de
X comprova que o conceito de identificabilidade é mais geral que o de estimabilidade,

encarado quer no sentido restrito dado, quer no sentido mais lato que o termo encerra.
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Exercicio 11.3

a) Mostre que, num modelo geral, a estimabilidade da fun¢ao ¢(#) implica a sua iden-
tificabilidade.

b) Mostre que, no modelo linear geral y|3, 0% ~ N, (X3,02I,) onde 3 € R e X tem
posto 7 < p, a funcao linear A( é identificavel se, e somente se, é linearmente

estiméavel.

(Sugestao: Use a condigao necesséria e suficiente usual de estimabilidade linear.)

c) Conclua de a) e b) que AS ¢é identificavel se, e somente se, é estimével.

A arbitrariedade das inferéncias sobre parametros inindentificaveis justifica a concen-
tracao do trabalho inferencial em funcoes identificaveis. Para o efeito, a estatistica classica
segue frequentemente uma via de prévia identificacdo do modelo baseada na imposicao de
restricoes exatas e consistentes com as classes de equivaléncia observacional que tornem
estas singulares.

Pela préopria definicao de fungoes identificaveis, fica claro que tal objetivo s6 podera ser
atingido por restri¢coes consistentes definidas por fungoes inindentificaveis e em ntimero
determinado pela dimensionalidade dos elementos de ©/ ~. Voltando ao exemplo prece-
dente, isso ¢ assegurado, nomeadamente, pelas duas restrigoes 37, a; = >>;7; = 0, tao
nossas conhecidas da literatura, e que tém a particularidade de conferir uma interpretagao
intuitiva aos parametros ANOVA do modelo identificado. No contexto do modelo linear
geral, esta via tem ainda a particularidade de manter imutaveis as inferéncias sobre as
funcgoes identificaveis no modelo original. Deste modo, ela pode ser vista como um meio
apenas de desencadear as inferéncias possiveis através da obtencao de estimativas dos
parametros inindentificaveis originais.

Contudo, em geral, esta via de desbloqueamento inferencial tem sérias implicagoes
devido a forte arbitrariedade das restricoes impostas, ainda que estas pretendam ser uma
tentativa de materializacao de algum tipo de informagao a priori. Com efeito, a natureza
geralmente pouco precisa deste tipo de informacao nao se coaduna com tal forma de
concretizagao, afigurando-se mais justificivel uma especificacao estocastica dessa (ou de

parte dessa) informagao, mas que o edificio estatistico cldssico ndo permite.
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Deste modo, parece-nos que a abordagem bayesiana desfruta de uma maior maleabili-
dade e naturalidade na viabilizacao inferencial sob um modelo inidentificavel. Além disso,
como a distribuicao a posteriori serd prépria sempre que a distribuicao a priori o for, as
implicacoes da falta de identificabilidade sao menos graves, embora nao possam ser subes-
timadas (pelo menos, em certos casos) devido aos problemas decorrentes da especificagao
de uma distribuicao a priori apropriada. Para mais detalhes sobre esta questao, veja-se
Paulino (1992); As estratégias classica e bayesiana na andlise de modelos nao identi-
ficaveis; Actas da 32 Conferéncia sobre Aplicacoes da Matematica & Economia e Gestao,

CEMAPRE, Lisboa.

11.2 SUFICIENCIA BAYESIANA PARAMETRICA

Num contexto bayesiano tém aparecido na literatura varias concepcoes, nomeada-
mente, do termo identificabilidade/identificagdo que nao sao equivalentes em geral. Adotare-
mos aqui o ponto de vista de que os conceitos paramétricos de identificabilidade e su-
ficiéncia sdo uma propriedade “essencial” do modelo (X, .A,P), intervindo o espago de
probabilidade a priori (O, B, v) na especificacao do significado preciso do termo “essen-
cial”.

Mais concretamente, a visao que tomaremos como bayesiana desses conceitos ¢ traduzida
pelas defini¢oes classicas mas encaradas quase em toda parte relativamente ao espaco
(©,B,v). Esta concepcao permite encarar tais conceitos paramétricos como duais de
correspondentes conceitos amostrais, como evidenciaremos ao longo deste capitulo.

Naturalmente que a constituicao do modelo bayesiano justifica que a atengao se dirija
a fungoes B-mensuraveis. Observe-se que a uma fungao paramétrica ¢ arbitraria se pode
fazer corresponder a transformacao mensuravel (©,8) — (®,B;), onde & = ¢(O) e By =
{E C ®: ¢ '(FE) € B}. A respectiva subdlgebra induzida é assim a classe das imagens
inversas dos subconjuntos de ® que sao elementos de B. Frise-se, contudo, que nem toda a
subdlgebra de B é induzida por uma funcao neste sentido, como é exemplificado pela classe
da o-algebra de Borel de IR formada pelos subconjuntos que sao enumeraveis ou cujos
complementos sao enumeraveis. Outra coisa nao seria de esperar dada a correspondéncia

entre particoes e fungoes e o que foi referido no Capitulo 2.
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Exercicio 11.4
Prove que se C é uma subdlgebra propria de B contendo todos os conjuntos singulares

{0}, C nao pode ser induzida por uma fungao (Lema de Blackwell).

Nesta linha de raciocinio e tendo em vista a defini¢ao de suficiéncia bayesiana paramétrica,
o Teorema 11.1 deve ser reformulado de modo a tomar em consideracao a natureza de
Py(A) como fungao de transicao em © x A. A visualizacao da fun¢ao ¢(0) como a trans-
formagao (©,8) — (¥, B;) permite estender a fungao de transigdo P*(-) em ¢(0) x A a
® x A, desde que ¢(©) € By, fixando-a igual a uma medida de probabilidade arbitraria
em (X, A) para todo ¢ € & — ¢(0), que é um conjunto de probabilidade (a priori) nula.

Deste modo, diremos que a fun¢ao B-mensuravel ¢ é B-suficiente se VA € A, Pp(A) =
P} (A) [v]. Em consonancia com o conteido do capitulo anterior, estenderemos esta
definicdo a subalgebras paramétricas. A sua especializagdo a fungoes B-mensuraveis,
particoes e fungoes arbitrarias é definida através das respectivas subdlgebras induzidas.

Assim, e recordando a notacao do Capitulo 9, teremos:

Definicao 11.4
C C B diz-se B-suficiente se

VA€ A, Ps(A)=P(A) [v].

Observe-se que no espaco produto esta definicdo corresponde a afirmar que VA € A,
w(A|F(0)) = u(A|Cy) [v] e, por conseguinte, ¢ imediato que (recorde-se que By = F(0),
A, =F@)eCy =(CxX:CeC}):

Teorema 11.2

C C B ¢é B-suficiente se, e somente se, se verifica uma das seguintes condicoes equiva-
lentes:

i) VAe A, Ps(A) = P:(A) [v);

ii) By 1T A4[Cy;

iii) VB € B, vaxc(B) = ve(B) [v].
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Prova

Exercicio. O

A comparacao deste teorema com o Teorema 10.10 patenteia o estreito paralelismo
dual entre a B-suficiéncia paramétrica e a B-suficiéncia amostral, e deixa antever a larga
gama de resultados que se poderao derivar por dualidade com aqueles demonstrados na
Secao 10.2.

Antes porém, convém determo-nos um pouco sobre o significado deste conceito menos
familiar. A condigao i) do Teorema 11.2, ao indicar que cada elemento da familia de
fungoes {va(0) = Pp(A) : VA € A} tem uma versao C-mensuravel, implica que cada 74
¢ essencialmente constante nas partes da partigao II(C) (a equivaléncia entre estas duas
assergoes é garantida para C separdvel sob a natureza euclideana de (0, B)). Por outras
palavras, essencialmente todos os elementos de cada atomo de C sao observacionalmente
equivalentes pelo que o processo amostral é suficientemente descrito por C.

Em termos inferenciais, torna-se entao impossivel que o processo observacional opere
qualquer refinamento dos atomos de C na direcao dos atomos mais finos de B. Esta
assergao é inequivocamente evidenciada pela condigao iii) ao traduzir que a amostra ob-
servada nao contribui em esséncia para a atualizacao do conhecimento a priori sobre 6
dentro de cada atomo de C.

Em virtude da dualidade entre os conceitos bayesianos de suficiéncia paramétrica e
suficiéncia amostral, é de esperar que o conceito de B-suficiéncia paramétrica num modelo
regular possa ser associado ao dual do conceito classico de suficiéncia amostral, traduzido

por:

Definigao 11.5
C C B diz-se suficiente com respeito ao modelo (0,B,Q), onde Q@ = {v, :x € X} — e
escreve-se Csuf (B, Q) —, se para todo B € B existe uma funcao real )5 C-mensuravel tal

que
v (BNC) = / Ypve(df) , YO €C, Vo e X .
C

Para a ligagao entre estes dois conceitos interessa considerar o dual da Defini¢ao 10.4:
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Definicao 11.6
A medida preditiva P diz-se regular para () se

Vo e L(B), E,(¢)=0 [P]=E, (§)=0, Vo e X .

Observe-se que a regularidade de P para () ¢ verificada, nomeadamente, no caso dos
modelos amostrais discretos em que o conjunto vazio é o tinico conjunto P-nulo e no caso
em que a média a posteriori de qualquer fun¢ao £(B) é continua em X com P atribuindo
probabilidade positiva a qualquer aberto de A.

Note-se ainda que esta condi¢ao implica que () seja equivalente a v no sentido da

continuidade absoluta mutua. Deste modo:

Teorema 11.3
Se C C B é separavel e P é regular para Q = {v, : € X}, C é B-suficiente
se, e somente se, para todo B € B existe uma funcao g C-mensuravel tal que ¢p =

vy(B|C) [vg], Vo € X.

Prova
Exercicio. (Sugestao: aplique-se o argumento da demonstragao dos Teoremas 10.11 e

10.12.) O

Nestas condicoes, a repeticao do procedimento de Halmos-Savage-Bahadur para o
modelo (0, B, Q) quando dominado por uma medida o-finita A, conduz-nos ao dual do

teorema de fatorizacao classico:

Teorema 11.4

Seja @ < A e q(0;x) uma versao de dv,/dX. Entao, a subdlgebra separdvel C C B é
B-suficiente se, e somente se, existe uma funcao nao negativa B-mensuravel, ¢*, e uma
familia de fungdes nao negativas C-mensuraveis {g,:x € X'}, tal que para P-essencialmente

todo o x
q(0; ) = g.(0)g"(0) [A] -

Nota
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Sob a regularidade de P para ), v é um candidato para A, e a fatorizagao de dv,/d\

(em particular, de h(6;x)) verifica-se para todo x € X.

Prova

Exercicio. (Sugestao: recorde o Capitulo 4 e tenha em conta o Teorema 11.3.) O

A dualidade com correspondentes conceitos bayesianos amostrais dados em 10.2 é

expressa, nomeadamente, nas questoes postas no seguinte exercicio:

Exercicio 11.5

Por dualidade com conceito amostral de B-ancilaridade, Florens et al. (1990, op. cit.)

definem a B-ancilaridade de C C B através da relagao
vBecC, v5(B)=v%B) [y .
a) Mostre que C é B-ancilar se, e somente se, verifica qualquer das condigoes:
i) CL I Ay
i) VAe A, Po(A) = P(A) [u].

b) No quadro de um modelo bayesiano dominado (por II = v x P, com du/dIl = h),

prove que:

i) C é B-suficiente se, e somente se, h = Ep[h|C x A] [II] se, e somente se
heC x AH;
ii) C é B-ancilar se, e somente se E[h|C x A] =1 [II].

¢) Sejam C; e Cy subélgebras de B independentes a priori. Se Cy é B-suficiente, entao

C, é B-ancilar e independente a posteriori de C,.
d) Se D C A é independente de C C B e C é B-suficiente, entao D é B-ancilar.
e) Se C C B é independente de D C A e D é B-suficiente, entao C é B-ancilar.
Exemplo 11.2

Tomemos inicialmente o produto de duas distribuicoes de Poisson independentes de

parametros i e pio, positivos, e formemos o modelo amostral condicional, no valor N da
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soma dessas duas varidveis, i.e., X = {0,1,..., N}, A é o conjunto das partes de X e

P ={Pp:0 = (u1,p2) € R2} é definida relativamente a medida de contagem m em X

f82) = <];7]> <H1/ﬁﬂ2)x <1 - Mllj-l/@)n_x .

Consideremos que a medida de probabilidade a priori é definida relativamente a medida

pela densidade

de Lebesgue em IR? pelo produto das densidades G,(b;,1), i = 1,2. Observe-se que a
reparametrizagao para (¢, ¢), onde ¥ = py1/(p1 + p2) € ¢ = p1 + pe conduz a que a medida
de probabilidade a priori seja equivalentemente traduzida pelo produto das densidades
Be(b1,b3) € Go(b, 1) com b = by + by, com respeito a medida de Lebesgue em [0, 1] x IR

A medida preditiva é também dominada por m com densidade beta-binomial definida

Pt n\ Bl(ay,as)
g(z) = (x) m

onde a; = by + x, as = by +n — x, sendo pois regular para Q.

O fato de Py(A), YA C X s6 depender de 0 através de 1 ilustra a suficiéncia (quer
classica, quer bayesiana) de B(¢)), i.e., de ¥. Por outro lado, a independéncia a priori entre
1 e ¢ conduz a que a medida amostral condicional em ¢ seja traduzida pela densidade
preditiva g(z), o que traduz a B-ancilaridade de B(¢) (ou de ¢) — condigao ii) de a) do
Exercicio 11.5.

Estas conclusoes obtém-se igualmente da analise da medida de probabilidade a poste-
riori que, em termos de (1, ¢), é traduzida pelo produto das densidades B(ay, as) e G, (b, 1)
relativamente a medida de Lebesgue em [0,1] x IR;. A B-ancilaridade de ¢ segue-se da
identidade das suas medidas de probabilidade a priori e a posteriori.

As distribuicoes a priori e a posteriori de 6 condicionais a ¢ sao degeneradas ao estarem
concentradas na parte da reta p1/po = 10/(1 —1) contida em ©. Atendendo a que ¢ e uy,
dado v, estao bijetivamente relacionados, as medidas a posteriori e a priori condicionais em
1 coincidem, refletindo a B-suficiéncia de 1), e sao caracterizadas em IR pela distribuicao
Gu(b,1/1) para puy dado ¢ e por pus = p1(1 — 1) /¢ com probabilidade 1. Note-se que a
B-suficiéncia de 1 e a sua independéncia a priori de ¢ justifica nao s6 a sua independéncia
a posteriori mas também a B-ancilaridade de ¢ (vide ¢) do Exercicio 11.5). Observe-se
ainda a ilustragao do resultado e) do mesmo exercicio, dada a independéncia entre x, que

¢é B-suficiente, e ¢.
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O fato de o modelo bayesiano ser dominado, com

h(@, l’) = f(Q,x)/g(x) = dﬁb(ax)/dn(eﬂt) ’

pode igualmente ser aproveitado para a inspegao da B-ancilaridade e/ou B-suficiéncia.

Por exemplo,

Eulh|B(0) x A= [ h(6,2)s(d6) = [ b, 2)a()dy =1

onde ¢(v) é a densidade By(by, by) relativamente a medida de Lebesgue em [0, 1].
Consideremos agora v = p1/p2. Relativamente as medidas de Lebesgue apropriadas,

a densidade a priori de v é a de uma distribuicao Beta de 22 espécie de parametros b, e

by, enquanto a densidade a priori de ps condicionala v é a de uma G,(b,v + 1). Como

h(0,x) sé depende de 0 através de 7, segue-se que

Enlh|B(y) x Al = [~ h(8,)a(pal) duz = (6, )

revelando a B-suficiéncia de . Observe-se ainda que a densidade a posteriori de 6 pode

ser posta na forma

_ b. b.—2 —(1
(Nl/ﬂz)al 1 (1 + %) py e (I+p1/p2)p2

1:0) = Blarag) (1 + /) )

que, de acordo com o Teorema 11.4, evidencia a B-suficiéncia de v = p1/us. Como nao é
possivel obter uma fatorizacao desse tipo para s ou para ¢ = 1 + o, estas duas fungoes

nao sao B-suficientes. O

Quando o modelo bayesiano é dominado, é possivel pesquisar simultaneamente pa-
rametros e estatisticas B-suficientes através de uma propriedade de mensurabilidade da

densidade h = du/dIl, como estabelece o teorema seguinte.

Teorema 11.5
Num modelo bayesiano dominado com densidade h = du/dll, C C B e D C A sao

. Il
B-suficientes se, e somente se, h € C X D
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Prova

(Parte suficiente): Se h é Il-essencialmente C x D-mensurdvel, entdo é simultaneamente
C x A-mensuravel e B x D-mensuravel a menos de um conjunto IT-nulo. Ou seja, h €
Cx A" e he BxD", o que caracteriza a B-suficiéncia de C e de D.

(Parte necessaria): A B-suficiéncia de C e de D significam que Ey(h|C x A) = h =
En(h|B x D) [I]. Por outro lado, a independéncia entre By e A, em termos de II
implica pelo Coroldrio 10.6 ii) e i) que By [TAL|C x D; Il e B x DIIC x A|C x D; 11,
respectivamente.

Assim,

—  EulEn(h|C x A)|C x A = Ex(h|C x A) = h [

refletindo que h € C x DH, Q.E.D. O

O dual do conceito amostral de B-completude, frequentemente denominado de iden-

tificacao forte por A, , é naturalmente traduzido por:

Definicao 11.7
C C B diz-se B-completa (resp. B-completa limitada) se para toda fungao ¢ € C e
integravel (resp. ¢ € L(C)), se tem

E (¢lA) =0=0¢=0 [y
com ¢ = ¢ o0 € C,. Desta forma:

Exercicio 11.6

1. Mostre que num modelo bayesiano regular com P regular para Q, C C B é B-

completa se, e somente se, V¢ € C e integravel

E,(¢)=0, Vee X =¢=0 [v,] Vr.

2. Prove que se C é B-completa entao C nao contém nenhuma subdlgebra B-ancilar

nao trivial.

3. Justifique as afirmacoes:
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a) C C B é B-suficiente se, e somente se, a esperanga a posteriori de qualquer
funcao ¢ B-mensuravel nao muda p-essencialmente com a aplicacao a ¢ do

operador esperanca condicional em C;

b) Se C é B-suficiente completa, entao E(¢|C) é a u-essencialmente tnica funcao
com menor variancia a posteriori dentro daquelas com a esperanca a posteriori

de ¢ e com variancia a posteriori finita.

Com base nos conceitos paramétricos de B-suficiencia, B-ancilaridade e B-completude
facilmente se derivam os duais das versoes bayesianas dos teoremas de Basu referidos no

Capitulo 10.

Exercicio 11.7

Mostre que:

1. Sejam H e C subdlgebras de B independentes a posteriori e H B-ancilar. Se H, VC,

é B-suficiente, entao C ¢é igualmente B-suficiente.

2. Se C C B ¢é B-suficiente completa, entao C é independente a priori e a posteriori de

qualquer subalgebra paramétrica B-ancilar.
3. Verifique os resultados 1. e 2. no Exemplo 11.2 com H = B(¢) e C = B(v).
Em consonancia com as consideracgoes feitas em 10.3 sobre o conceito amostral de
B-suficiencia minima diremos que:

Definicao 11.8
C* C B é B-suficiente minima se A, [[B4|CT e C C Cy N By, VC C B tal que
AL TIBL|Cy.

Consideremos agora a projegao de A, sobre B, i.e.,
Bi[A] = o({E(tBy) : t € L{AL)}) -

De novo se pode provar que o conceito da Definicao 11.8 gira em torno desta subalgebra

de B, como o atestam as afirmacgoes seguintes.
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Exercicio 11.8

Justifique as afirmacoes:

a) Bi[A4] é a tunica subélgebra B-suficiente minima dentro da classe de subélgebras

B, -completadas (i.e., que incluem os conjuntos v-nulos de B).
b) C* é B-suficiente minima se, e somente se, C; N By = B, [A,].

c) Sendo Hy a menor subdlgebra de B que torna as probabilidades amostrais men-

suraveis, i.e., Ho = o({P(A) : A € A}), Ho é B-suficiente minima.

d) Sendo P regular para ), o completamento de o({h(0,z) : € X'}) com os conjuntos

v-nulos de B coincide com B [A,].

e) Toda a subdlgebra de B B-suficiente completa limitada é B-suficiente minima.

11.3 IDENTIFICABILIDADE BAYESIANA PARAMETRICA

A definicao e existéncia de uma subalgebra paramétrica B-suficiente minima justifica,
dada a monotonicidade do conceito de independéncia condicional, que possamos definir a

B-suficiéncia do seguinte modo:

Definicao 11.9
C C B é B-suficiente se, e somente se, Hy C C onde Hy = o({F(A) : A € A}).

Nota
Obtém-se uma defini¢ao equivalente se substituirmos Hy por B, [A.], dado que esta
projecao coincide com o completamento de Hy com os conjuntos v-nulos de B (vide

Exercicio 11.8 ¢)).

Com o intuito de ligarmos a especializagao desta definigado a parti¢oes (ou fungoes)
com a Defini¢ao 11.4, devemos notar que a partigao induzida por Hy coincide com 0/ ~=
{[0],6 € ©}.

Com efeito, sendo v4(0) = Py(A) : (0,8B) — ([0,1],Gy) onde Gy é a classe dos
borelianos de [0, 1], indutora da subdlgebra B4 = v, (Gy), Ho fica definida por
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Ho = Vaca Ba. Por defini¢ao da particao induzida por uma o-algebra, I[1(Hy) = {I1(6,) :
0o € O}, onde TI(6y) (os chamados dtomos de Hy) sao definidos por

(6y) = ({B€Ho:b € B}
= () {61 :I5(61) = Ip(6)}

BeHo

Por outras palavras, I1(Hy) nao é mais do que o conjunto quociente de © segundo a
relagdo de equivaléncia definida por I5(01) = I5(6y), VB € Hy. Atendendo a definigao de

Ho, tem-se entao
H(@()) = {91 : ]B(Hl) = ]B(Qo), VB c BA, VA S A}
= {91 . 7,4(91) = 7,4(80) . VA - ./4} = [00]
ou seja, os atomos de Hj sao as classes de equivaléncia observacional.

Observe-se ainda que Hy é necessariamente separavel e, consequentemente, ©/ ~ é

Ho-mensurdvel quando (X, .A) é um espaco euclideano.

Exercicio 11.9
Mostre que a separabilidade de A garante a separabilidade de H, e a mensurabilidade

dos seus atomos:

a) definindo uma classe- IT Z de conjuntos A,, gerando A e provando a separabilidade
de B Anp >

b) mostrando que M = {A € A :vy4 € Vo2, B4, } é um sistema de Dynkin contendo
7;

c¢) concluindo que Hy = Vo2, Ba, e que [I(Hy) é Ho-mensuravel.
Por outro lado, deve notar-se que no contexto de (©,85) euclideano, a relagao de

reducao v-essencial entre duas particoes equivale a relacao de inclusao v-essencial entre as

respectivas subalgebras induzidas, se as particoes forem induzidas por estatisticas reais.

Exercicio 11.10

Prove a afirmacao anterior.
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Deste modo, a especializacao da Definicao 11.9 a subélgebra induzida por uma particao
IT conduz-nos a dizer, no quadro em que (X, .A) e (©,B) sdo ambos euclideanos, que II
¢ B-suficiente se, e somente se, ©/ ~< II [v]. Trata-se assim da extensao da Defini¢ao
11.4 a que aludimos no inicio de 11.2.

Este argumento de definicao da B-suficiéncia em termos da B-suficiéncia minima e do
paralelismo referido com os respectivos conceitos classicos motiva-nos a definir o conceito

bayesiano de identificabilidade da seguinte forma:

Definicao 11.10
C C B diz-se B-identificavel se C C Hy [v], ou equivalentemente, se C C B, [A;]. Em

particular, o modelo diz-se B-identificdvel se B = H, [v], ou seja, B = B, [A,].

A especializacao desta definicao a subdlgebra induzida por uma particao II traduz-
se no contexto mencionado pela afirmacao de que Il é B-identificavel se, e somente se,
II <©®/N [v], ou seja, pela extensao da defini¢ao cléssica (reveja a Defini¢ao 11.3).

Este conceito de identificabilidade do modelo corresponde efetivamente ao conceito
classico de injetividade da aplicagdo Py : © — [0, 1] a menos de um conjunto v-nulo, como

o atesta o seguinte teorema:

Teorema 11.6
O modelo é B-identificivel quando (X, .A) e (0, B) sao euclideanos se, e somente se,

a funcao Py : © — [0, 1] é injetiva v-quase sempre.

Prova

(Parte necesséria): Seja Z = {FE,} uma dalgebra enumerdvel geradora de B suposto
separavel. Como, por hipétese, B = H,, IF, € Hy tal que E, = F, [v], para cada
E,€Z. Sendo N =2, (E,AF,), entao v(N) = 0.

Seja agora 0 e 0y tal que Ig, (0;) = Ig,(0y), Vn > 1. Entao 60, e 0, fazem parte
do mesmo atomo de B. Como B é uma o-dlgebra de Borel, os seus atomos (que sdo
mensuraveis pela separabilidade de B) s@o os conjuntos singulares e, portanto, ¢; = 6.
De outra forma, V6, # 6y, 3E, : 6, € £, e 0y € EX.

Suponha agora 6; € © — N e equivalente observacionalmente a 6y, # 6, i.e., 6, faz

parte do atomo de Hy que contém 6y. Entao 6, € E, N F, e 0y € ESNF, C E,AF,
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necessariamente. Assim, © — N s6 contém um ponto de cada um dos atomos de H,

(note-se que 0y € N) e, portanto, a aplicacao Py é injetiva em © — N.

(Parte suficiente): Seja B* = BN (0 — N) e Hi = Ho N (© — N). Por hipdtese, os
atomos de HJ sao os conjuntos singulares de © — N. Como a separabilidade de A garante
a separabilidade de H§ = o({Fp : 6 € © — N}), cada dtomo de Hj é B*-mensuravel e
portanto os conjuntos singulares de © — N sao necessariamente os atomos de B*. Como
B* é a o-dlgebra de Borel de © — N, isto significa que os d&tomos de Hj e de B* coincidem,
ou seja, Hy = B*. Pela definicao de Hj e B*, esta relagao significa que Hy e B coincidem

num conjunto de probabilidade v =1, i.e., B = ﬂg, Q.E.D. a

E importante realgcar o papel crucial da medida v na definicao destes conceitos baye-

sianos de suficiéncia e identificabilidade paramétricas. O exemplo seguinte retrata-o bem.

Exemplo 11.3

Seja Py definida no espaco euclideano n-dimensional pela medida produto de n dis-
tribuigoes N (|6], 1) independentes e seja (O, B) o espago euclideano unidimensional.

Observe-se que Hy = B(|0]) = {D € B: D = —D}, pelo que B,[A.] = H,. Sendo
v equivalente a medida de Lebesgue, o completamento de Hy com os borelianos v-nulos
de B esta incluido estritamente em B, pelo que, o modelo nao é B-identificavel, como
também nao o ¢é no sentido cldssico — note-se que [0] = {0, —0}.

Contudo, se v for equivalente & medida de Lebesgue em IRT e v¥(IR7) = 0, o comple-
tamento referido de Hy, ao incluir os borelianos de IR~ e, em decorréncia, os borelianos
de IR™, coincide com B, pelo que o modelo passa a ser B-identificdvel. Este caso ilustra
uma situagao em que o modelo nao é identificavel classicamente mas é o do ponto de vista

bayesiano, ainda que H, esteja contido estritamente em B.

Exercicio 11.11
Mostre que a B-identificabilidade é implicada para toda medida v, quer pela identifi-

cabilidade classica, quer pela condicao Hy = B.

Com esta definicao de B-identificabilidade, todo o elemento minimal da classe de

subdalgebras B-suficientes é um elemento maximal da classe de subalgebras B-identifica-
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veis. Dai que o conceito que denominamos de B-suficiéncia minima possa ser rotulado
de B-identificabilidade méxima. Os atomos de uma subalgebra como Hjy, que permitem
caracterizar tudo o que é ou nao identificavel, sao em termos essenciais, os atomos mais
grossos que sao deixados invariantes pelos dados no processo da operacao bayesiana e,
simultaneamente, os atomos mais finos que sao discriminados probabilisticamente pelos
dados amostrais.

Observe-se ainda que as Defini¢oes 11.9 e 11.10 nao sao mais do que o dual dos con-
ceitos classicos de subdlgebras amostrais suficientes e necessarias (na acepgao de Bahadur),

quando v é equivalente a ) (como acontece se P for regular para Q).

Exercicio 11.12
Seja 1) uma fungao paramétrica mensuravel real identificante, i.e., indutora da particao
©/ ~. Mostre que a estatistica real ¢ é B-identificavel se, e somente se, ¢ é v-essencial-

mente B()-mensuravel.
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CAPITULO 12

F-SUFICIENCIA E K-SUFICIENCIA

12.1 INTRODUCAO

Seja # € © o parametro que define a distribuicao de probabilidade Py de um elemento
aleatério observével x e seja T = T'(z) uma estatistica. Segundo Fisher (1922), a es-
tatistica T' é chamada suficiente se a distribui¢ao condicional de X, dado T, é a mesma
para todo # € ©. Chamaremos a tal estatistica F-suficiente, isto é, suficiente no sentido
de Fischer.

A nocao de F-suficiéncia esta orientada ao espaco amostral. Esta nogao de suficiéncia
tem sido estudada extensivamente na literatura.

Em 1942, Kolmogorov propos uma defini¢cao de suficiéncia orientada ao espago paramétrico
nos seguintes termos bayesianos. Para uma distribuicao de probabilidade a priori v sobre
0 espago paramétrico O, seja v x (-|x) a correspondente distribui¢ao a posteriori dado x.
Se é achado que a medida a posteriori v * (-|x) depende de z s6 através de T = T'(z),
entao T' pode ser considerada suficiente com respeito a v. Se T é suficiente no sentido
acima com respeito a toda a priori v, entao T serd considerada suficiente no sentido de
Kolmogorov e diremos que é K-suficiente.

A nogao de K-suficiéncia nao tem recebido muita atencao.
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Neste capitulo faremos um estudo comparativo das nocgoes de F-suficiéncia e K-
suficiéncia numa formulagao abstrata, utilizando a teoria da Medida. Mostraremos que
a nocao de K-suficiéncia é levemente mais geral que a nocao de F-suficiéncia e que a
nocao de K-suficiéncia esta livre das conseqiiéncias paradoxais da definicao de Fisher
como Burkholder pontualizou em 1961. Também mostraremos que, no caso dominado, as

nocoes de F-suficiéncia e K-suficiéncia coincidem.

12.2 PRELIMINARES

Seja (X, A,P), onde P = {Fp, 0 € O}, o modelo estatistico para o elemento
aleatério observavel z e seja (O, F) a estrutura mensuravel do espago paramétrico. Entao

0 espaco mensuravel produto
(Q,G) = (X x0, AxF)
corresponde a w = (z,6).

Definicao 12.1

Uma fungao de transicao de (0, F) a (X,.A) é uma aplicagao K(-,-) : AxO — [0, 1]
tal que VA € A, K(A,-) € F, isto é, K(A,-) é F-mensuravel, e V0 € ©, K(-,0) é uma
medida de probabilidade sobre (X,.A). Escreveremos K(A,6#) como K(A|f) para cada
(A,0) e AxO.

Assumiremos que a aplicacao K(-,-) : A x © — [0,1], definida por K(A,0) =
Py(A) V(A,0) € Ax O, é uma funcdo de transigao e frequentemente escreveremos Py(A)
como P(A|f).

Estabelecemos os seguintes fatos sobre fungoes de transicao:

Lema 12.1
Se f € A é P-integravel, entao a funcdo g definida por g() = [ fdPy é F-mensurével.

Lema 12.2

Correspondendo a cada medida de probabilidade a priori v sobre (©,F), existe uma
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medida de probabilidade marginal y, sobre (X, .A) definida por
p(4) = [ Po(A)o(a0), VA€ A

Lema 12.3
Dada a medida de probabilidade v sobre (0, F), a funcao

I,(A x F) = /F Py(A)u(de)

definida sobre a classe R = {Ax F; A€ A, F € F} dos retangulos mensuraveis, pode ser
extendida a uma medida de probabilidade sobre o espago produto (22, G) = (X xO, AXF).
Esta medida de probabilidade sobre (€2, G) também é denotada por IL,.

A o-dlgebra A° = {A x ©; A € A} C A x F é chamada a subélgebra marginal
associada a A. A cada subdlgebra C' de A esté associada uma subalgebra C° de A x F,
definida por C° = {C' x ©; C € C} e chamada a subalgebra marginal associada a C. A
subélgebra marginal F° de A x F associada a F é definida por F' = {X x F; F € F}.

Observamos que a medida de probabilidade sobre o espago produto (2, G)
= (X x0, AxF)

II,: Ax F —0,1]

do Lema 12.3, satisfaz:

(i) M, (A x ©) = py(A) VA € A,

(i) I, (X x F) =v(F) VF € F.

Portanto .A° pode ser identificado com A e II,| 4 (a restrigao de II, a A°) pode ser
identificada com pu, (a distribuicdo de probabilidade marginal associada a v, do Lema
12.2); F° e 11| 70 podem ser identificadas com F e v, respectivamente.

Se f € A, istoé, f: X — IR é uma funcao A-mensurével, entao a funcao (z,0) — f(x)

definida em X x © =) é A x F-mensuravel e é denotada também por f.

Lema 12.4
Seja v uma medida de probabilidade a priori sobre (©, F).
(a) Se h € A x F é Il,-integravel, entao

/AxF hdll, = /F [/A h(z,0)Py(dz)| v(df) VA€ A VFeF
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(b) Se f € A é P-integravel, isto é, f é Pp-integravel V0 € ©, entao

~/A><®dev - /Af(fc)/iv(dw) VAeA.

Notacao
Se ‘H ¢é uma subdlgebra de A x F e h € A x F é Il,-integravel, entao denotaremos
En,(h|H) por E,(h|H).

Lema 12.5
Suponhamos que o espago paramétrico (O,F) é euclidiano, isto é, © tem estrutura
de espaco vetorial e estd munido de um produto interno. Entao, correpondendo a cada

medida de probabilidade a priori v sobre (0, F), existe uma funcao de transicao
vk (+]): Fx X —1[0,1]

de (X, A) a (©,F) tal que
(a) para cada F € F, v« (F|-) € A é uma versao de E,(Ixxr|A°);
(b) para cada z € X, v * (:|z) é uma medida de probabilidade sobre (0, F).
Além disto, a funcao de transi¢ao v (+|) é u,-essencialmente tinica no seguinte sentido:

se vi(:|-) é outra tal fungdo de transigao, entdo existe N € A tal que p,(N) = 0 e

v1(-|z) =v*(:|z) Yo € X — N.

Observacao
Assumiremos daqui para a frente que o espago paramétrico (0, F) é euclidiano.
Nos termos abstratos da Teoria da Medida, a nocao de F-suficiéncia pode ser carac-

terizada como segue.

Definigao 12.2

Uma subélgebra C de A é chamada F-suficiente para A com respeito a P se Vf € A
P-integravel, existe uma fungao f* € C P-integravel tal que f* = Ep(f|C)[Fs], VO € O,
isto é, V0 € ©,VC €C, [, [*dPy= [, [dP,.

Definicao 12.3
Uma sub-o-dlgebra C de A é chamada F-suficiente por par para A com respeito a

P se VO1,0, € O, Vf € A P-integravel, existe uma funcao f* € C P-integravel tal que
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VO € {01,0:},VC €C, [ fdPy= |- f*dPy

Exemplo 12.1

Seja X = R, A = By, a o-dlgebra dos borelianos de IR e seja P a familia de todas
as medidas de probabilidade discretas sobre (X, .A). E facil verificar que a o-dlgebra
C={C e A; C é contavel ou C° é contavel} é F-suficiente por par para A com respeito
a P e que a unica subdlgebra F-suficiente para A com respeito a P é A.

Este exemplo demonstra que a nocao de F-suficiéncia por par é mais fraca do que
a nocao de F-suficiéncia. Porém, no caso dominado, isto é, quando existe uma medida
o-finita A sobre (X, A) tal que cada Py € P é absolutamente continua com respeito a A,

temos o seguinte resultado

Lema 12.6
Suponhamos que P é dominada. Entao uma subalgebra C de A é F-suficiente para A

com respeito a P se e s6 se C é F-suficiente por par para A com respeito a P.

A seguir apresentamos a nocao de K-suficiéncia, orientada ao espaco paramétrico, nos

termos abstratos da teoria da Medida.

Definicao 12.4

Uma subalgebra C de A é chamada K-suficiente para A com respeito a P se para cada
a priori v sobre (0, F), a fungao de transigdo a posteriori v * (-|-) do Lema 12.5 satisfaz
a seguinte condigao:

VF € F, vx (F|-) tem uma versiao C-mensuravel, isto é, E,(Iyxr|A°) € C°[P].

Definicao 12.5
Uma sub-o-algebra C de A é chamada K-suficiente por par para A com respeito a P

se para cada a priori v uniforme sobre dois pontos de ©, v (F|-) € C[P] VF € F.

Agora fixemos uma subdlgebra D de A e consideremos uma medida de probabilidade
P sobre (X, A).

Definicao 12.6
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Dois eventos B e C' em A sao ditos condicionalmente independentes dada D (com
respeito a P) se
P(BNC/D) = P(B/D)P(C/D) [P]
Notagao
Escreveremos B L C'/P para indicar que B e C sdo P-independentes, e escreveremos
B 1 C | D, P para indicar que B e C sao condicionalmente independentes da D com

respeito a P. No que segue omitiremos P.

Desde a definicao é facil ver que B L D/D VD € D, e que B L C/D implica
B L (CND)/DVD eD.

Seja B € A fixo. E facilmente visto que a classe
¢ um sistema de Dynkin.

Definicao 12.7
O evento B e a subalgebra C sao ditos condicionalmente independentes dada D (com
respeito a P) se C C Kp, isto é, B L. C'/D VYC € C, e neste caso escreveremos B L C/D.

Dada uma subdlgebra B de A, a classe
K= {K eA K L B/D} = NpesKp
¢ também um sistema de Dynkin

Definicao 12.8
Duas subdlgebras B e C de A s@o ditas condicionalmente independentes dada D (com

respeito a P) se C C Kp, isto é, B L C/D VB € B, VC € C.

Estabelecemos os seguintes fatos sobre independéncia condicional. Sejam By, C, B e

D;, subélgebras de A. Temos:

Lema 12.7
Se BLC/DeByC B, entao By L C/D.
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Lema 12.8
As seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) B LC/D;
(b) B L (CVD)/D;
(b) (BVD) L (CvD)D.

Lema 12.9
Se BLCelByCB,entao B L C/By.

Lema 12.10
B LC/Dseesése Ep(Ic/BV D)= Ep(lc/D) [P] VC €C.

Corolario 12.1

B L C/D se e sé se para cada C € C, Ep(I¢/BV D) tem uma versao D-mensuravel.

Corolario 12.2
Suponhamos que D C Dy C B. D; L C/D e B L C/D; implica B L C/D.

Corolario 12.3
Se BLC/DeDCD,C B, entao B_LC/D;.

12.3 RELACAO ENTRE AS NOCOES DE F-SUFICIENCIA
E K-SUFICIENCIA

Faremos um estudo comparativo das nogoes de F-suficiéncia e K-suficiéncia. Em 1961
Burkholder demonstrou que existe uma subalgebra D nao-F-suficiente que contém uma
subdlgebra C F-suficiente. Aqui mostraremos que toda subalgebra K-suficiente é também
K-suficiente. Assim, a definicao de Kolmogorov esta livre das conseqiiéncias paradoxais
da definicao de Fisher.

Também mostraremos que toda subdlgebra F-suficiente é também K-suficiente, mas
a reciproca nao é verdadeira. Porém, no caso dominado, as nocoes de F-suficiéncia e

K-suficiéncia sao equivalentes.
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Temos a seguinte caracterizagao de K-suficiéncia em termos de independéncia condi-

cional, a qual fornece uma interpretacao mais intuitiva da nocao de K-suficiéncia.

Teorema 12.1

Uma subdlgebra C de A é K-suficiente (para A com respeito a P) se e sé se para toda
a priori v sobre (0, F), temos A 1 F°/C° TI,, isto é, A° e F° sao condicionalmente
independentes dada C° com respeito a II,,.
Demonstracgao

Pela defini¢ao 2.4, C é K-suficiente se e s’o se para toda a priori v sobre (©,F),
I, (X x F°|.A% € C° [P] VF € F. Portanto C é K-suficiente se e s6 se para toda a priori
v sobre (0, F), A° L F°/C% 1I,. O

O correspondente resultado para estatisticas é: “Uma estatistica T = T'(z) é K-
suficiente para o observéavel x (para propdsitos de fazer inferéncias sobre o parametro

desconhecido ) se e s6 se, para toda a priori v, x L /T 11,”.

Corolario 12.4
C é K-suficiente por par (para A com respeito a P) se e sé se para toda a priori v

uniforme sobre dois pontos de ©, A° 1 F°/CY 1I,,.

Estas caracterizagoes de K-suficiéncia e K-suficiéncia por par serao as chaves para o

nosso estudo.

Teorema 12.2
Sejam C C D duas subdlgebras de A. Se C é K-suficiente, entdao D também é K-

suficiente.

Demonstragao
Seja v uma priori qualquer sobre (6, F). Como C é K-suficiente, entao A° 1 F°/C°,
I1,. Pelo Coroldrio 12.3, temos que A° 1L F°/DY TI,, pois C° C D° C A°. Consequente-

mente, D é K-suficiente. O

Teorema 12.3
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Se C é uma subdlgebra de A F-suficiente, entao C é K-suficiente.
Demonstracao

Seja v uma priori qualquer sobre (0, F). Seja A € A qualquer. Como C é F-suficiente,
entao existe uma funcao I} € C tal que V6 € ©, VC' € C,

P(CNA) :/ 4P, .
C

Para demonstrar que C é K-suficiente, isto é, A° 1 F°/C, II, basta mostrar que
E,(I4xe/CV F°) tem uma versio C’-mensurdvel.

Vejamos que I é uma versao de E,(I4x0/C° V F°). Seja
K = {K ey 7. / LivodV, = / IjgdH,,}
K K

E facil verificar que K é um sistema de Dynkin. Sejam C' € C, F € T quaisquer.

Entao

/C L, = /F { /C fz(x)Pg(dx)] v(df)
- /F Po(C 1 A)w(d)
= IL((CNA)xF)
— IL((C x F) N (A x ©))

= / Ioxrlaxe dll,
XxO

- / LixodIl, .
CxF

Portanto C' x F' € K. Logo o sistema de Dynkin IC contém o w-sistema (classe fechada
por intersecgao finita) {C'x F; C € C, F € F}. Segue-se que C°V F* =o({C x F;C €
C,F € F}) C K, pelo teorema de Dynkin. Entao VD € C° v FY,

/ LivodIl, = / i,
D D

e consequentemente I} é uma versao de E,(I4xe/C°V FY), como querfamos monstrar. O

Foi mostrado por Burkholder que existe uma subdlgebra D de A nao-F-suficiente que
contem uma subdlgebra C F-suficiente. Pelo Teorema 12.3 C é também K-suficiente.
Logo, D é K-suficiente, pelo Teorema 12.2. Portanto, a reciproca do Teorema 12.3 nao é

verdadeira. O
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Teorema 12.4

Uma subdlgebra C de A é K-suficiente por par se e so se é F-suficiente por par.
Demonstracgao

Suponhamos que C é F-suficiente por par. Seja v uma priori uniforme sobre dois
pontos 61, 6, € © quaisquer. Como C é F-suficiente para A com respeito a {Py,, Ps,},
entao para todo F' € F, v*(F|-) tem uma versao C-mensuravel. Portanto C' é K-suficiente
por par.

Agora suponhamos que C é K-suficiente por par. Sejam Py, Py, € P quaisquer.
Consideremos uma a priori v uniforme sobre {6;, 6} C ©. Pelo Corolario 12.4 tem-
se que A° 1 F°/C° TI,. Logo para cada A € A, existe uma funcao I € C tal que
E,(Iaxe/C°V F°) =TI} [11], isto é, E,(I4xe/C°’ V F°) tem uma versao C’-mensurdvel.

Seja A € A qualquer. Entéao existe uma funcao I € C tal que VC € C, Vi € {1, 2},

/ Luvodll, = / Idrl,
CX{@Z} CX{@Z}

(lembrar que CO°V F*=c({C x F; C €C, FeF})).
Mas VC € C, Vi € {1, 2},

~/C’><{9i} Lixodll, = /{Hi} :/CIAX@(:U,G)PQ(CZ@} o(do)
= /{gi} /C IA(JJ)I@(Q)PQ(CZZL‘)} v(d)
= /{gi} [ La()Pafae) | o(a)
= v({6:}) /C L4(x) Py, (dx)

- ; /C Li(2) Py, (da)

e similarmente mostra-se que VC' € C, Vi € {1, 2},

1
Iyl = 5 [ @) Py (d
Loy AT = 5 [ Ta(0) Py ()

Portanto VC' € C, V0 € {6, 6},

/O La(2) Py(dz) = /C () Py(dz)

e consequentemente C é F-suficiente por par. O

186



Teorema 12.5
Suponhamos que P é dominada. Entao uma subdlgebra C de A é K-suficiente se e s6
se é F-suficiente.
Demonstracgao
Suponhamos que C é F-suficiente. Entao C é K-suficiente, pelo Teorema 12.3.
Reciprocamente, se C é K-suficiente, entao C- é K-suficiente por par. Logo C é F-

suficiente por par, pelo Teorema 12.4. Portanto, C é F-suficiente, pelo Lema 12.6. O

Corolario 12.5
Suponhamos que P seja dominada. Entao uma subalgebra C de A é K-suficiente se,

e s6 se, é K-suficiente por par.

Demonstracao

Se C é K-suficiente, entao C é K-suficiente por par, pela defini¢ao.

Reciprocamente, se C é K-suficiente por par, entao C é F-suficiente por par, pelo
Teorema 12.4. Logo C é F-suficiente, pelo Lema 12.6. Portanto C é K-suficiente, pelo
Teorema 12.3. O
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