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Este trabalho teve a sua origem em 1981, quando
0 autor percebeu a insatisfacdo dos geneticistas com o
teste qui-quadrado de falta de ajustamento ao equilibrio
de Hardy-Weinberg. Esta insatisfacao decorre de ser es-
te teste muito conservativo. De fato, sao raras as ve-
zes em que o tesfe rejeita a hipotese de equilibrio, mes
mo quando esta e uma hipotese falsa. Com a nossa forma-
cao Bayesiana e o desejo de poder participar, com estas
ideias, das atividades cientificas de nossa comunidade,
entendemos que na solucao adequada do problema de testar
equilibrio éstaria a oportunidade de demonstrarmos o po-
der do argumento Bayesiano. Acreditamos que o presente
trabalho inclui tal solucao a qual, embora Bayesiana,

admite interpretacoes classicas.

Rogatko(]) em sua tese de doutorado apresentou
uma analise Bayesiana completa (teste e estimacgao; por
ponto e intervalo) do problema do equilibrio em sistemas
simples (autossomico monogenico dialélico e codominan-
te). 0 teste ali desenvolvido nao permite extensoes na-
turais para sistemas mais complexos (genes ligados ao se

x0, por exemplo). Ao tentar adaptar aquele teste ao pro

(1) Rogatko, A. (1983) Solugao Bayesiana para dois problemas clds—
stcos em Genética: Penetrancia e equilibrio de Hardy-Weinberg.
Tese de doutorado, Instituto de Biociéncias — USP 115 p.



blema da comparagﬁo de duas binomiais, Irony(z) em sya
dissertacao de mestrado redgfiniu o teste atraves de integrais de
Tinha. Com o uso das integrais de variedades (linhas e superficies
no R3), esta nova formulacao admite a generalidade deseja-
da. 0 objetivo deste trabalho e desenvolver em detalhes
o teste generalizado, suas propriedades e algumas aplica

coes relevantes.

Por ser um teste exato, o teste de Bayes que
introduzimos apresenta dificuldades de calculo no caso
de grandes amostras. Contudo, as facilidades computacio
nais de nossa Universidade permitem que o teste seja
aplicado mesmo em casos onde outros metodos exigem apro-
ximacoes assintoticas. Assim, todos os resultados nume-
ricos, descritos ao longo deste trabalho e decorrentes
da aplicacao do teste de Bayes, sao resultados exatos,
isto e, nao se utilizam de metodos assintoticos de apro-
ximacao. Na secao 2 do capitulo III, sugerimos uma for-
ma de, possivelmente, se obter tais metodos. Por outro
lado, o uso da formula de Stirling facilitaria bastante
os calculos das tabelas de contingencia unidimensionais,
descritos no capitulo II. Como nos diversos casos de
equilibrio, as interacoes em tabelas multidimensionais

sao hipoteses nao Tineares que exigem metodos especiais

(2) Irony, T.z. (1984) Testes exatos para tabelas 2x2: Bayes X Fisher.
Dissertagao de mestrado. Instituto de Matemdtica e Estatistica-
USP 133p.
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de aproximacao. Acreditamos que da procura por metodos
adequados de aproximagao possa surgir uma interessante

linha de pesquisas.

Ao contrario de muitos trabalhos Bayesianos,
este nao teve como objetivo a critica aos metodos <clas-
sicos em uso. O nosso objetivo e a obtencao de uma al-
ternativa Bayesiana com as qualidades necessarias para
substituir aqueles metodos. Formalmente, no capitulo I
o teste @ desenvolvido e os criterios de qualidade sao
caracterizados. Aplicacoes aos diversos problemas envol
vendo tabelas de contingencia sao apresentadas no capitu
To II. Os diversos casos de equilibrio populacional sao
detalhadamente discutidos no capitulo III. Por proble-
mas de espaco, apenas as tabelas de decisoes 9,12,13,...,
21 e 22 foram incluidas. Contudo, tabelas para outros
casos podem ser facilmente obtidas pois, a infra-estrutu

ra computacional ja esta implantada.

Os criterios de qualidade aqui considerados sao
baseados nas ideias de Dawid(g). 0 seguinte exemplo re-
sume essas ideias: Um individuo e considerado um bom
previsor de chuva (para o dia seguinte) se de todas as
vezes que afirma "a chance de chover amanha e 100p%", em

100p% das vezes chove (isto valendo para ¥pel0,11). A de

(3) Dawid, A.P. (1982). The well-calibrated Bayesian. JASA,77
(379):605-~613,
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finigao 7 se utiliza dessas idéias para a caracteriza-
¢ao da qualidade de um teste. Para que este crit@rio se
ja avaliado de forma prética, efetuamos uma comparacao
(secao 5, capitulo IIl) entre os testes de Bayes e do
qui-quadrado no problema do equilibrio populacional com
amostras de tamanho n=50. Considerou-se ali um grande
numero de amostras simuladas nas quais os dois testes fo
ram aplicados. A seguir a proporcao dos erros cometidos
sao comparados com os erros estabelecidos teoricamente
pelos testes. Os resultados obtidos, neste caso particu
lar, favorecem o teste de Bayes em concordancia com 0sS
resultados obtidos por Irony(z) no teste de igualdade
de proporgoes. Note que o criterio de qualidade da defi
nicao 7 e um criterio pratico, independente da perspecti
va (Bayesiana ou classica) que se esta considerando. A
interpretacao intuitiva da definigcao 7 € a seguinte: um
bom teste e aquele que, alem de errar menos, informa cor
retamente a proporcao das vezes que erraria em situacoes
identicas.

Ao terminar esta apresentacao gostaria de ex-
pressar meus sinceros agradecimentos a todos aqueles que
direta ou indiretamente favoreceram a elaboracao deste
trabalho. 0 meu colega e amigo Andre Rogatko alem de
ter enunciado o problema original, elaborou e implantou
todos os programas que permitiram os calculos apresenta-

dos no capitulo III. A minha aluna e amiga Telba Zalkind
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Irony aceitou minha orientagdo na sua dissertacao de mes
trado, de onde surgiram as ideias sobre a utilidade das
integrais de variedades. Minhas duvidas, sobre os efei-
tos do uso de tais integrais, foram eliminadas (acredi-
to) em uma aula particular da Professora Elza Gomide. 0
ambiente agradavel de nosso departamento e a maior con-
tribuicao de meus colegas a quem se dispoe a elaborar
um trabalho academico. 0 apoio do IME, do CNPg, da FAPESP
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der a inumeros compromissos importantes. As ilustracoes
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CAPITULO I

SOLUCAO PROPOSTA

1 -~ PRELIMINARES

Grande parte da Titeratura estatistica moderna
e voltada a divulgacao do ponto de vista Bayesiano. A maio-
ria dos trabalhos, no entanto, procuram dar justificati-
vas e interpretacoes Bayesianas aos metodos estatisticos
c1assicos ') (Lindley (1965) e Box & Tiao (1973) $50
exemplos relevantes). Visando economia de esforcos, 0sS
simpatizantes da metodologia Bayesiana procuram, assim,
aproveitar toda a infra-estrutura ja desenvolvida pela
estatistica classica. O presente trabalho tem por obje-
tivo o desenvolvimento de uma tecnica Bayesiana para so-
lucoes de problemas de teste de hipotese, que, de modo
reciproco, podera ser util aos estatisticos classicos,
principalmente quando a eliminacao de parametros exceden

2)

tes< se faz necessaria.

No problema de teste de hipotese, a possibili-

(1) Por metodos classicos entende-se dqueles métodos construidos
por meto das propriedades das distribuigdes amostrais. Por me
todos Bayesianos entende~se aqueles construidos a partir de dis
tribuicoes definidas nos espagos paramétricos. h

(2) Usa-se excedente aqui como tradugao de "muisance'.



dade de um compromisso entre os dois pontos de vista
(cldssico e Bayesiano) e sugetida ao analisarmos o caso
particular de confronto de hipoteses simples. Uma sim-
ples modificacao no lema de Neyman-Pearson (N-P) elimina
as contradicoes geradas pelo fato do nivel de significan
cia ser fixado independentemente do tamanho da amostra

ou do valor do poder (De Groot, 1975).

A seqguir reescrevemos este resultado e apresen

tamos uma extensao para o caso de tres hipoteses.

Representemos por d ~os dados obtidos na rea-
lizacao de um experimento aleatorio e por fe(d) a funcao
(de densidade) de probabilidade associada ao experimento,
onde 6 e um parametro desconhecido que identifica essa
funcao. Suponha que existe interesse em se testar a hi-
potese H,:0=0 contra a alternativa H;:0=1. Um teste de hipote
se e uma funcao binaria &(.) dos dados e tal que, se §(d)=1 rejei-
ta-se H, em favor de H, e se §(d)=0 nao se rejeita H, em prejuizo
de H,. As probabilidades dos erros de primeira e segun-
da espéecies sao representadas, respectivamente, por ()
e B(8). Neste trabalho, o criterio de selecao de um tes
te e estabelecido pelo seguinte resultado:

TEOREMA 1 - Considere duas constantes a e b. Se & e

um teste definido como



§¥(d)=1  se af (d) < bf (d),

entao qualquer que seja o teste &, tem-se:
ao(8%) +bB(8*) < aa(8) + bB(S).

A demonstracao deste resultado, embora seja
simples (De Groot, 1975), envolve aspectos interessantes
do espaco amostral. Em um outro contexto, Pereira (1971)
demonstrou o mesmo resultado para provar que l-a-B € ma-
ximo quando a=b. Note-se que embora o Lema N-P seja um
Corolario deste resultado, o teste construido aqui tem
uma atitude pratica bem distinta do teste N-P. Tanto o
valor de 8 como o valor de o variam com o tamanho da amos
tra. Os valores de a e b determinam o grau de importan-
cia dos erros. Por exemplo se w§~=1 diz-se que o e B

~ . . b
sao igualmente importantes enquanto que, se e <1 en-

tao o sofre uma minimizacao mais intensa do que B. 0s

papeis se invertem quando >1. Note que minimizar
. . A b

ao + bp & equivalente a minimizar o + KB quando K= ru

0 seguinte resultado estabelece a "robustez fi

1056f1ca(3)" do teste estabelecido pelo Teorema 1.

Bayesiana para o problema do teste de H,

(3) Um critério estatistico é dito ser robusto filosoficamente  se
for otimo sob ambos os pontos de vista: classico e Bayesiano.



contra H1‘

Demonstracgao

Provar este resultado exige a transferencia pa
ra o contexto Bayesiano. Para o teste &, a funcgao de

perda L(06,8) e representada pela seguinte tabela

§=0 §=1
0=0 0 2
0=1 ) 0

e a probabilidade a priori de H;: 0=0 (H :0=1) e repre-
sentada por &,(&, = T-£,). Assim, a perda esperada r(§)

do teste & sera
r(s) = g£,E{L(6,8)]6=0} + £ E{L(0,6)[06=1}. Note que

E{L(0,8)] 0=0}= 2, a(6)

0

E{L(0,8)] 0=1) = 2,8(8).

Assim, r(8) = E,0,0(8)+E,2,B(6) e um teste que minimiza

r(s) e denominado um teste de Bayes. Isto €&, se ¢* e um

teste tal que, para qualquer outro teste &

a(S§*)+KR(S8*) < a(8) + KB(Ss) onde K = — ~i~, entao

<

§* & um teste de Bayes. Assim, o teorema esta demonstra
do pois, qualquer que seja o valor de ~§~ no teste do

teorema 1, existirao valores de £y Ly € L, tais que



gi 5&1 b
! a
£, Py

E razoavel imaginarmos o que devera acontecer
quando no lugar de hipoteses simples encontrarmos hipote
ses compostas. A proxima secao e dedicada a descricgao
da tecnica proposta para construcao de testes com hip6tg
ses compostas, o objeto principal deste trabalho. Contu
do, finalizamos esta secao apresentando uma extensao na-

tural dos teoremas 1 e 2.

Suponha que alem de H : 0=0 e H, :0=]1 outra
hipotese H,:6=2 possa tambem ser escolhida. A funcao
teste, §, pode agora assumir tres valores possiveis: 0, 1
e 2. Neste problema diversos tipos de erros podem ser
cometidos. A tabela abaixo descreve esses erros e tam-

bem a notacao usada para as respectivas probabilidades

quando um teste & e usado.

Erros Probabilidades
Aceitar H, quando H, e verdadeira a, ()
Aceitar H, quando H, e verdadeira uz(d)
Aceitar H, quando H, e verdadeira By(9)
Aceitar H, quando H, e verdadeira B,(5)
Aceitar H —quando H, e verdadeira v, (6)
Aceitar H quando H, e verdadeira v, (8)




TEOREMA la. - Considere tres constantes positivas a,

b e c. Se &* e um teste definido como

§*¥(d) =0 se af,(d) bfl(d) e af _(d)> cf_(d)

(>) *

§¥(d) = 1 se af,(d) < bf,(d) e bf (d)x cf,(d)

s%(d) = 2 se af,(d) < cf,(d) e bf (d)< cf, (d),

entao qualquer que seja o teste &, tem-se:

aloy (8%)+a, (8%)1 + bLR(8*)+B,(6%) T + cly (8*)+y (6*)] <

< ala, (8)+a

Ny

,(8)1 + LB (8)+8, (8) I+cly (8)+ v (8) ).

Demonstracao

Note que se &* e um teste que minimiza
ala, (8)+a,(8) HbLB (6)+ B, (8) I+cly (6)+ Y, (8)]

entao, &* e o teste que minimiza

all= J,fo(d)] + bII-T £ ()] + cl1- J f,(d)]

onde ) ) Y, sao as somas sobre os conjuntos D , D
S| 2 0 1

e D,, respectivamente, os quais formam a partigao defini

da pela inversa de 6. Assim, deseja-se encontrar o §*

que maximiza



a Eofo(d) + b Elfl(d) + C Xzfz(d)

e isto e obtido se a inversa de &* definir uma parti-

gao (D§, D¥, D7) tal que

Dy=1d; af,(d) > bf (d) e af,(d) » cf,(d)} ,
Dy=1d; af (d) < bf (d) e bf (d) > cf,(d)} e
Dy =1{d; af (d) < cf_ (d) e bf (d) < cf (d)}

Note que o sinal de igualdade pode ser inclui-

do, consistentemente, em qualquer das desigualdades.

TEOREMA 2a. - 0 teste &* definido pelo Teorema la e

uma solucao Bayesiana para o problema

da escolha de uma hipotese dentre Hy:0=0, H :0=1 e

H,:0=2.

2

A demonstracao e analoga a do teorema 2.

2 - HIPOTESES COMPOSTAS

A secao anterior mostra que, quando apenas hi-
poteses simples sao consideradas, uma solucao classica e
tambem uma solucao Bayesiana. Contudo, se nem todas as
hipoteses envolvidas sao simples, as solucoes descritas
na literatura nao satisfazem esta propriedade. A razao

para isto decorre do fato de nao existir, dentro da vi-



sao classica da estatistica, um método consistente de
eliminacao de parametro excedente. Diferentes situacoes
utilizam diferentes métodos de eliminacao de parametros
excedentes. Basu (1976) e Mariotto (1983) descrevem uma
série desses metodos analisando seus usos e inconsisten-

cias evidenciando o carater pragmatico de tais metodos.

Por outro lado, se as hipoteses confrontadas
envolvem espacos de diferentes dimensoes (por exemplo hi
potese simples contra hipotese composta), o metodo Baye-
siano apresenta dificuldades tecnicas que sao tambem
contornaveis através de solucoes ad hoc. Nesta secao ten
taremos desenvolver um metodo para solucionar grande par
te desses problemas. 0 objetivo € se obter um metodo que
possa receber interpretacao tanto classica quanto Baye-
siana e alem disso nao possuir restricao de aplicabilida
de. Embora sejam estes objetivos pretenciosos, acredita

mos que seja razoavel persegui-los.

Aqui, apresentaremos uma solucao Bayesiana pa-
ra o problema do teste de hipotese e mostraremos sua in-

terpretacao sob o ponto de vista classico.

Vamos representar o parametro relacionado aos
dados (atraves de verossimilhanga) por w e 0 espago para
métrico, o conjunto dos possiveis valores de w, por .
Uma distribuig¢ao de probabilidade, P(.), definida em &

descrevera as preferencias de um estatistico pelos diver



sos pontos de Q. As hip6teses a serem confrontadas, no

caso bindrio, sao H wE 0 e H,: w € Q, onde 0 e

0 0 1 0

(0, formam uma particao de Q2. INo caso de tres hipoteses

1
terTamos uma particao formada por tres subconjuntos de
Q.1. A preferencia sobre a veracidade de H, (H,) em pre

juizo de H, (H,) e descrito pela probabilidade £ (£,),

onde £, + &, 7 1, no caso binario. [Analogamente teria-
mos (io, £ 52) descrevendo as preferencias entre Ho’
H, e H2°]

Com o intuito de simplificar, a Tinguagem da
teoria das decisoes sera abandonada em beneficio da 1in-
tuigao. E natural que para decidir-se em favor de H, de

va~se relacionar os valores de go e gl, Assim, conside~

¢
remos a razao de Bayes Ryp = 2 (alternativamente po-
1
. gl -1 . .
de-se considerar R , = 5 = R,,) que indica a vantagem
>0
de H,(H,) em relacao a H,(H,). [No caso de tres hipo-

teses deve-se estudar conjuntamente os valores de Ry, e
.

D

= ——. 1. Note que os valores de £, e &= 1-£, 0s
22

Roo
cilam de acordo com a oscilacao da experiencia do esta-
tistico. Assim, antes de observar os dados, d, a prefe-
rencia do estatistico e representada por (£ ,.£,) e apos
a observacao de d o estatistico descreve a nova situacao
por £,(d) e £,(d). [Analogamente teriamos £,(d), £,(d)

e £,(d).] A razao de Bayes entao e representada por



10.

Ry, (d). A seguinte definicao indica o criterio de deci-

sao que deve ser utilizado.

Definicao 1 - (Caso binario). Seja ¢ wuma constante
positiva. Um teste 6C definido por
§.(d) =0 se Ry, (d) > ¢
e
§o (d) =1 se RO](d) < c

denomina-se teste de Bayes. A constante ¢ e escolhida

levando~se em consideracao o grau de importancia dos er-

ros.
Definicao 1.a - (Caso de tres hipoteses). Seja C =
(Cyy» Cyp» Cy,) um vetor real de com
ponentes positivas. Um teste 6C definido por
éc(d) = 0 se R01<d) > Cyy © Roz<d) 2 Coyo
éc(d) = 1 se Ry, (d) <cyp e R ,(d) > ¢y,
e
6C(d) = 2 se Ry, (d) < ¢y, e Ry, (d) < ¢,

denomina-se teste de Bayes. 0 vetor C € definido lTevan-
do-se em consideracao o grau de importancia dos erros en

volvidos.
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Até este ponto, nenhum problema té€cnico foi res
saltado. Contudo, para que seja possivel calcular-se os
valores de Rij’ necessita-se de alguns entes que ainda
nao foram definidos. E importante lembrarmos que apenas
foi considerado uma distribuigéo, P, sobre 0. Contudo,
para se calcular os valores de €1<d)’ necessita-se de
distribuicoes definidas nos conjuntos Q.. A primeira vis
ta, poderiamos pensar em definir essas distribuigoes de
w, como distribuicoes condicionais, com respeito a P, de
w dado wGQi. Porem, devido ao paradoxo de Borel (Lindley,
1983), esse metodo nao e consistente no caso de algum 2y
ter probabilidade (na medida P) nula. Para eliminar es-
te problema definiremos medidas obtidas de P onde as in-
tegrais envolvidas sao integrais de variedades (de super

ficies em R3® ou de linha em R?e R3).

A figura 1 tenta dar uma interpretacao intuiti
va da definicao que estamos considerando. Note que a
distribuicao P define ordem de preferenciatanto em © quan-
toem ©,. A visao lateral (fig. 2) do contorno definido por
P sobre o conjunto l, sugere de forma natural uma dis-
tribuicao em Q.

E importante lembrar que quando todos 0sS Qi
sdao de probabilidade (P) positiva, a definicao aqui apre
sentada equivale a considerarmos a probabilidade condi-

cional de w dado Qi’
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q (W 02) Figura 1 - Densidade em §
ilustrando seus valores
em {3, atraves de um corte

vertical.

Figura 2 - Valores da densidade g(w,,w,)
no conjunto QO que devidamente normali -

zada produz a densidade em 2,

§

Ly
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0 objetivo desta secao & descrever formalmente
o teste proposto. Como nas secoes anteriores, d repre-
senta os dados e w o parametro relacionado a d pela ve-
rossimilhanca. Na maioria dos exemplos aqui estudados
os dados, d, admitem reducao por suficiencia porem, nao
sera feita distincao de notacao entre os dados originais
e os reduzidos; d sera usado em ambos os casos. Para man
ter a analogia com o caso elementar de hipoteses simples,
introduziremos aqui um parametro 6,"indicador de hipote-

Sell

Isto e, 0=i se weh,; (ou se H, e verdadeira). As-
sim, QO:P{6=O}, £,=P{6=1} e £,=P{6=2}, no caso mais ge

ral de tres hipoteses.

A funcao de verossimilhanca sera representada
por v(w|d). Note que embora para cada w, v(w|d) seja
igual ao valor da funcao (de densidade) de probabilidade
amostral f(.|w) calculada nos dados (efetivamente obser-
vados) d, usamos v(.|d) para indicar que a verossimilhan

ca e uma funcao de w e nao de d, como e o caso de f.

E distribuicdao a priori, P, esta associada uma
funcao de densidade (de probabilidade) g(w) definida no
espaco parametrico 2. Nos exemplos discutidos neste tra
balho, com o objetivo de obter-se expressoes analiticas,
toda distribuicdo a priori considerada pertence a classe

conjugada de distribuicoes. Note que se um estatistico
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ganha experi@ncia apenas por resu1tados experimentais,

necessariamente deve trabalhar com classes = conjugadas.
Veja Pereira e Viana (1982) para uma discussao mais com-
pleta sobre sua utilizacao. Com o uso dessas classes, na
majoria dos casos, apenas o valor do parametro que inde-
xa a classe e que caracteriza a diferenca entre priori e

posteriori.

Com a introducdao do parametro 6, passamos a de
finir todos os entes envolvidos no processo de teste das

hipoteses Hi:(ue Qs (equivalentemente Hi:6=1).

0 volume sob uma funcao g na superficie & e
calculado pela integral de variedades que recebe aqui a

notacao Jng,

Definicao 2 - Sob a hipotese H1:e=i (equivalentemente
H, wei;) a funcao de densidade a priori
e definida por

g(w) C;(w) ) o
gi(w) = onde Ci(w) e a fungao indicado-

fg(w)d91

ra de mGQi.

Ao considerarmos estas funcoes, na verdade es-
tamos modificando a densidade a priori de w,g(w), de for
ma a garantir probabilidade positiva para os conjuntos
Qs Por outro lado, caso §0s seja um conjunto de proba-

i
bilidade, P, positiva, gi(w) e a densidade condicional de
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w dado wGQi. Devido ao paradoxo de Borel, no caso de Qi

ter probabilidade zero, nao podemos garantir que um cal-
culo da distribuicao condicional de w dado wewi nos leve
a gi(w)° Porem, acreditamos que gi(w) seja uma forma de

calcular a densidade condicional.

Definicao 3 - Sob a hipotese Hy:0=1, a funcao prediti

va (a funcao de probabilidade dos da-
dos) e definida por
fg(w)v(w|d)de,

Jg(w)da,

Apos os dados serem observados, 0s valores fi(d) definem

uma funcao V(.|d) de 06, onde V(0|d)=Ff,(d), a qual & deno

o
minada de verossimilhanca de 6, o parametro de interesse.
0 Tema seguinte relaciona os resultados tecni-

cos que se obtem com o uso dos entes descritos acima.

Lema 1 -~ a) a probabilidade a posteriori, gi(d>’ do

evento 0=1 (H, e verdadeira) e dada por

Zofo(d)+£lf](d)4_g)7f2<d>

b) As razoes de probabilidades a posteriori

sao obtidas como
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c) A distribuigao a priori,definida atraves das
funcoes gi(w) e gi,pertence a uma classe conjugada caso
a densidade original, g(w), seja conjugada em relacao ao

modelo f(d|w).

Demonstracao

a) Apos entendermos fi(d) como a probabilidade
condicional de d dado 6=1i, o resultado e uma aplicacao di-

reta do teorema de Bayes.

b) 0 resultado e obtido ao utilizarmos a) na

) £5(d)
razao R1j<d) =,
. (d
£, (d)
c) A densidade a posteriori de w sob a hipote-
se H, e

g(w)v(wld) c(w)
gi(wId) =
Jg(w)v(w]d)ds,

que corresponde a aplicar a definigéo‘Z na densidade de
w obtida pela operacao Bayesiana entre g(w) e v(wl|d), is
to e, na densidade a posteriori de w quando g(w) € a den
sidade a priori. Como g(w) € conjugada, a mistura de
gi(m) por gi tambem sera. Note-se que a densidade a prio

ri modificada de w e
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a qual produz

g, (wd) = J £:(d) g;(uld)
1

como densidade a posteriori modificada de w.

0 teste de Bayes recomendado & aquele incluido
nas definigoes 1 e la. cujos elementos envolvidos sao ca
racterizados acima. Para facilitar o relacionamento com
os resultados da secao 1, o teste de Bayes pode ser rees

crito como:

Teste de Bayes

i) Duas hipoteses: H x H .

A funcao amostral GC e um teste de Bayes quando

onde D e o espaco amostral e ¢ & uma constante positiva

fixada.

ii) Tres hipoteses: H xH xH,

A funcao amostral &. e um teste de Bayes quando

C
fo(d) £ £,(d)
Sc(d):O se d€{d; > Cpp & T >
£ (d) - 0 f,(d)
£,
> c b =D,
. 02 0



fo(d) € f.(d)
0
6C(d) = 1 se de&{d; < ! Cy, e 1 " =
£(d) g, £,(d)
£,
g Mfiww Cipb =D
£,
e
6c(d) = 2 se dedD, = D~{DOU D;)
onde C=(cy,» Cy,s Ci,) e um vetor de constantes posi

tivas fixadas.

A qualidade do teste de Bayes assim definido
deve estar relacionada aos tipos de erros que se pode co
meter ao utiliza-lo e os quais dependem do valor de w.
Isto produz um impasse devido a infinidade de valores
que w pode assumir. Contudo, ao considerarmos a fungao
V(o|d) = fo(d) como a verossimilhanca de 6, o parametro

w fica eliminado e o impasse contornado.

Considera-se assim os erros modificados que re
lTacionam as funcoes fe(d) e os conjuntos da partigao ob-
tida com o teste de Bayes. Seguindo a notacao da secao

1, tem-se a seguinte Tista de erros modificados.

a) Caso binario.

i

T, (d)
o= I f )

onde Xo e 21 indicam somas sobre D, e D respectivamente.
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b) Caso de tres hipoteses

jod
o
—
O
o
~
It}

7y ()

onde Eo’ ) e 22 indicam soma sobre os conjuntos D , D

1 1

D respectivamente.

25
Com esta notacao, a qualidade do teste de Bayes
fica expressada nos seguintes resultados que sao as ver-

soes modificadas dos teoremas 1, la, 2 e 2a.
Teorema 3 - Caso binario

0 teste de Bayes, GC, descrito nesta secao sa-
tisfaz a seguinte propriedade: Se § e qualquer teste en

tao

u(&c) + KB(@C) < a(s) + KB(9)
>
onde K = —— ¢
9
Teorema 3a - Caso de tres hipoteses

Para C=(c,,, €y, C1,), 0 teste de Bayes, SC’
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descrito nesta secao, satisfaz a seguinte propriedade:

Se 6 e qualquer teste para Hx H x H, e c, = c ¢ en-

tao

a(d + o, (6

(8) + oy (86) + KoL (80D + 8,080 0% K Ly, (504, (8,)]

< ug(6)+u2(6)+KO[BO(6)+82(6)]+Ki[y0(6)+y1(6)]

g} £
onde KO: —— C,, © K1= — Cy,-
EO &

Demonstracao

Reescrevendo os conjuntos D, e D, do teste de

Bayes como

£y &y
D, = {ds f, > — Co Ty @ Foz —— cozfz}
>0 £
D, = {d; f,< - c . f. e o IS WEEMH £
) - > Ty 01 1 T Gty 2 Co1%1272
£ £ »

e substituindo C,,¢,, Porc . obtemos um teste do tipo

“ ‘) £,
do Teorema la onde a=1, b = —— ¢c,, @ C = — Cy,- Is-
&, ﬁo

to conclui a demonstracao.

Fmbora o resultado acima exija uma particulari
zacao do teste de Bayes (ao considerar-se cozzc01c12),
introduz a "robustez filosofica" do teste aqui apresenta
do, caso a eliminacao do parametro excedente produza as

fungoes f , f, e f,. A discussao desse ponto ira apare-
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cer na seqllencia. Evidentemente, propriedades mais ge-

rais do teste de Bayes podem ser estabelecidas.

0s exemplos padroes apresentados nesta secao
irao ilustrar o metodo descrito neste trabalho. Para sim
plificar a apresentagao dos problemas utilizamos a se-

guinte notacao:

i) X|| Y indica que X e Y sao variaveis independentes;
i1) Xl Y|z indica que X e Y sao condicionalmente indepen

dentes dado 7;

iii) o simbolo ~ substitui a expressao "tem distribuicao".

Por exemplo, para indicar que X tem distribuicao Be
ta com parametro (a,b) fixado, escrevemos X “B(a,b). Se (asb) for
variavel entdo escrevemos X|(a,b) ~ B(a,b). No caso da distribui-
cao Gama teriamos X v G(a,b).

Suponha que x e y sao observagoes de duas va-
riaveis binomiais independentes, X e Y, cujos parametros
sao respectivamente (m;p) e (n;q). As hipoteses a serem
confrontadas sao H : p=q e H,: p # q.

Como a verossimilhanca e representada por

vip.alx.y) o pX(1-p)" 7 ¥ (1-9)"Y, onde 0<p <1, 0zq<1,
entao a classe conjugada de distribuicoes para (p,q) e

formada pela conjunta de Betas independentes. Isto e,
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se a priori p ml_ , p v B(a,b) e g~ B(c,d) entao, a pos
teriori, p Jl ql (x,y), plx~B(a+x, b+m-x) e qly ~ B(c+y,
d+n-y).

Ao admitirmos que H, tem chance de ser 'verda-
deira, devemos considerar a priori modificada da defini-
cao 2. As verossimilhangas modificadas da definicao 3

recebem aqui as expressoes:

{ . ] { y J BLA+C-1; B+D-1]

Hy @+ folx,y) =
Bla+c~13 b+d-17

onde Bla;b] e a funcao beta no ponto (a,b), A=a+x, B=bty,

C=c+m-x e D=d+n-y.

[ ) } [ "] BrasBIBCC;DI
LY )
Hl = fl(XsY) =

BlayblBlcydl]

A razao das verossimilhancas modificadas, na

qual o teste e baseado, se expressa como:

folX,y) BLA+C~13;B+D-11 Blas;bl Blcyd]

fo(x.y) BLA;BIBLC;DI Bla+tc-13b+d-1]

No caso da priori uniforme, a=b=c=d=1, terjamos
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"o [X;y (m+g:§uyJ (m+1) (n+1)
f) ) m+n} (min+1)
m
CE ] e
[ e } (m+n+1)
L Xty

Note que o primeiro termo do produto e uma pro

babilidade hipergeometrica que e usada no teste de Fisher.
Exemplo 2:

Suponha que x e y representam os totais amos-
trais de duas amostras aleatorias simples de duas distri
buig¢oes independentes de Poisson com medias A e u respec
tivamente. Se m e n sao os tamanhos amostrais respecti-
tivos e X e Y as duas estatisticas suficientes que produ
ziram x e y, entao, X_U_Y, X v Poi (mA) e Y ~ Poi (nu).
A verossimilhanca e representada por

() (ma)?

i e e
y.

V{A,u|x,y)

X [

onde x>0 e p>0. A classe de distribuicoes  conjugadas
para (A,u) e constituida por conjuntas de duas Gamas in-

dependentes. Isto se resume na seguinte propriedade:

Se, a priori, alu, AvG(a,b) e uvG(c,d), en-

tao, a posteriori, %JL_UI(x,y), A x v G(atx,b+m) e
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ply ~ G(cty, d+n).

No caso de admitirmos que Hot A = n tem chance
de ser verdadeira, a distribuicao a priori e modificada
no sentido da definicao 2 e, com a alternativa HI:A% U,
utilizando a definicao 3 calculamos as verossimilhancas

modificadas que produzem a seguinte razao:

(XY) I(A+C-1)  T(a)r(c) p” p (bed)2+e-T
(RA)r(C) Tlawc-T) ™ “pp)yMCT e

No caso de a=b=c=d=1, que corresponde a consi-
derarmos, como distribuicoes a priori para (A,u), duas
exponencias independentes com medias iguais a unidade,

temos a seguinte expressao:

_Fo (XYY ( m+1 \x+1< n+1 )y+1(

i x /o mtn+27 m+n+2 n+2)2

Finalmente, no caso de m=n teriamos

=

7 Uk 5 m+1)

cujo produto dos dois primeiros fatores e uma probabili-

. . - 1 _
dade binomial com parametro 5T, que e usada em um teste

classico condicional.

0 exemplo que apresentamos a seguir e o mais
conhecido da comunidade estatistica o que facilita o jul

gamento da metodologia descrita.
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Exemplo 3

As medias A e pu de duas distribuicoes normais,
com variancias iguais e conhecidas, devem ser comparadas
por um teste de HO:A =y contra Hl: AN# u. Das duas dis~-
tribuicoes coletou-se amostras de tamanhos m e n, respec
tivamente, as quais produziram as medias amostrais x e y.
Representando o inverso da variancia por I, a verossimi-
lhanca se expressa como:

Py 2 2
V{A,ulx,y) = /amil exp{-2I[m(x-x) + n(y-u) 1}

Como distribuicao a priori, consideramos aqui
que X e u sao independentes e identicamente distribui -
das segundo uma normal com media a e inverso da variancia
i. Assim, a densidade a priori ¢ a funcao

. 2
i exp {-2i[(r-a)? + -a
g(x’u) [l — p [-( ) (U ) ]}

21
a qual multiplicada pela verossimilhanca produz a densida
de conjunta entre os dados d=(x,y) e o parametro w=(A,u),

que reduz-se a seguinte expressao

exp{ - 2 ,..Mm_l_lﬁ (X.,,.a)Z - _A..,D.I»l_». (y.,.a)'/}
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- mIx + ia 'a._mﬂilj;iﬁ_w
ml + i ' nl + 1

Apos calcularmos as verossimilhancas modifica~-

das, encontramos a razao destas que se expressa por:

f Yl ,
L /o /%I+1m exp { -2 V (x-y) - 2V, (x-a)?-
£, Ji(mI+nl+21)
-2V, (y-a)” )
2 2 (o
onde ) = .nwvﬂpi" MMMMMMMM , V = — ml 1<m n)
mI+nl+2i 2 (MI+nI+279) (mI+7)
12
e v, nI“i(n-m)

(mI+nI+29)(nli+i)

E interessante ressaltarmos que esta expressao
dependente da distancia das medias amostrais, x-y, e se
m#n tambem depende de x-a e y-a que indicam as distancia
entre a media da distribuicao a priori e as médias amos-

trais.

5 - INTERPRETACAO CLASSICA

Um dos testes classicos que recebe maior divul

gacao na literatura e o teste da razao de verossimilhan-

cas que consiste em se analisar uma razao cujo numerador
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e o valor maximo da verossimilhanca no conjunto 9, e o
denominador e o valor maximo da verossimilhanca no con=
junto Q, (ou equivalentemente no conjunto Q). Este meto
do, entretanto, e heuristico. No Tugar de utilizarmos a
razao dos maximos, poderiamos pensar na razao das medias
das verossimilhancgas. Isto e, o numerador seria a media
dos valores que v(.|d) assume no conjunto Q, e o denomi-

nador a media no conjunto Q.

0 metodo de Bayes desenvolvido nas secgoes pre-
cedentes e baseado na razao de medias ponderadas de
v(.|d). A distribuigao a priori, na verdade, define a
ponderacao utilizada. Contudo, quando os conjuntos i, e
£, sao conjuntos limitados, distribuicoes uniformes sao
bem definidas e assim as medias ponderadas se reduzem a
medias simples. Neste caso a interpretacao classica e
natural. No exemplo 1, a razao entre as medias das ve-
rossimilhancas e a expressao que apresentamos ao final

do exemplo. Assim, a solucao ali apresentada possui am-

bas interpretacoes: classica e Bayesiana.

Quando os conjuntos envolvidos nao sao limita-
dos, a interpretacao classica seria possivel se conside-
rassemos distribuigoes improprias o que produz fortes in
consistencias ja bem descritas na Titeratura. No caso do

exemplo 3, se tomarmos i~>0, nos defrontaremos com o Pa-

radoxo de Lindley (Berger, 1980).

0 exemplo 2, no entanto, pode ser avaliado ao
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considerarmos o principio da condicionalidade (Basu, 1975).

Cox (1958) sugere que testar Hyt A=u contra Hl:x#p e equi

A
valente a testar Hy: Vv = - TR ; contra Hlnp#-~%~ e

no lugar de se utilizar a distribuicao de d=(x,y), deve-

se utilizar a distribuicao condicional de x dado x+y. Is-

to e, para m=n, a verossimilhanca a ser considerada e
X+ X . - - -

( xy) P (1*w)y, A razao das medias desta verossimilhanca
sera

(X+y) ( X+y

1
D) )

(X:Y> BLx+T5y+1]

o que difere da solucao de Bayes apenas por considerar

(x+y+1) no lugar de m+1.

Esta diferenca, na realidade, se deve ao fato
de a solucao Bayesiana utilizar a verossimilhanca origi-
nal e a solucao classica, aqui considerada, a verossimi-

lThanca reduzida por condicionamento.

Nos proximos capitulos, discutimos problemas
cujos espacos envolvidos sao Timitados e assim as solu-

coes de Bayes possuem interpretecao classica.

6 - OBSERVACOES

i) Os exemplos discutidos neste capitulo envol
vem hipoteses lineares as quais produzem restrigoes Ti-

neares no espaco original @, Isto simplifica muito o
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calculo de integrais de variedades. Esta € a razao de
ndo nos preocuparmos em descrever seus cdlculos. Contu-
do os proximos capitulos incluem casos de hipoteses nao

Tineares.

ii) 0 confronto entre tres hipoteses foi aqui
descrito para ser utilizado nos problemas estudados na
seqliencia.

iii) Recentemente, estao sendo publicados tra-
balhos que utilizam metodos Bayesianos de e]iminaééo de
parametros excedentes, mesmo quando metodos classicos de
testes de hipoteses estejam sendo considerados. Ver por
exemplo Krewski, Brennan & Bickis (1984) e Lecoutre (1985).
Contudo, somente parte dos parametros envolvidos recebem,
nestes trabalhos, distribuicoes a priori. A mistura de
metodos classicos com os Bayesianos produz dificuldades
tecnicas ainda maiores do que as que enfrentamos neste

trabalho.

iv) 0 teste de Bayes aqui descrito e, na verda
de, uma generalizacao do metodo de teste introduzido por
Jeffreys (1961). 0 teste de Jeffreys e conhecido como

"Bayesian test of sharp hypothesis".
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TABELAS DE CONTINGENCIA

1 - INTRODUCAD

0 objetivo deste capitulo e mostrar como as
tecnicas desenvolvidas no capitulo precedente podem ser
utilizadas na solucao de problemas que surgem com a ana-
lise de tabelas de contingencia. 0 contexto que produz

tais tipos de tabelas e descrito a seguir.

0s membros de uma populagao — um termo gene-
rico para designar um conjunto bem definido — podem ser
classificados de diversas formas. Pessoas podem ser
classificadas como; criancgas, jovens ou adultas; homem
ou mulher; solteira ou casada; etc. O nosso objetivo e
o estudo de populacdes que sao classificadas em um nume-
ro finito de categorias "exaustivas" e "mutuamente exclu
sivas". As categorias de uma classificacao sao exausti-
vas se qualquer elemento da populacao pertence a pelo me
nos uma das categorias. A exaustao e necessaria para ga
rantir que todo membro da populacao seja classificado.
As categorias de uma classificacao sao mutuamente exclu-
sivas se qualquer elemento da populacao pertence a no ma
ximo uma categoria. A exclusividade e necessaria para impe-
dir que algum elemento seja contado mais de uma vez. A

seguir, o termo classificacao substitui "classificacao
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por categorias exaustivas e mutuamente exclusivas",

Quando diversos tipos de classificacoes 5ao
combinadas, obtem-se uma nova classificacao cujo total
de categorias e o produto dos totais de categorias das
classificacoes originais. As analises desenvolvidas na
seqliencia envolvem dados que sao obtidos ao considerar-
mos uma amostra e registrarmos as freqllencias amostrais
de cada categoria de uma classificacao combinada. Em ge
ral, a forma de se descrever tais dados e atraves de ta-
belas cruzadas, tabelas de contingencita, cujas entradas
representam as classificacoes originais e em cujo corpo
sdo apresentadas as freqllencias das categorias da classi
ficagao combinada. Neste capitulo serao construidos tes
tes para hipoteses que definem relacoes especiais entre
as diversas classificacoes que foram combinadas (ou cru-

zadas).

Alguns resultados basicos sao introduzidos na

proxima secao.

2 - PRELIMINARES

A distribuicao multinomial e o modelo normal-
mente considerado como gerador de freqllencias amostrais.
Isto se deve a necessidade que o estatistico classico
tem de descrever completamente o espaco amostral. Conty
do, muitas vezes o tamanho da amostra nao & conhecido an

tes de se observar a amostra. Em determinados experimen
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tos, a decisao de se parar de observar no n-esimo elemen
to € funcao do que foi observado nos n-1 iniciais. Exis
tem ainda casos em que nao e possivel caracterizarmos ra
zoes probabilisticas que determinaram o tamanho da amos-
tra. Por exemplo, os 17 clientes estudados por um C1Tni
co foram os que ele recebeu no seu consultorio e logica-
mente ndo deve ter fixado esse numero previamente nem de
ve ter decidido, sobre 17, quando possuia apenas 16. Ve~
ja Lindley & Phillips (1976), Pereira (1983) e Pereira &
Lindley (1984) para discussoes sobre o efeito de regras
de parada na analise de modelos discretos. A seguir des
crevemos um modelo gerador de freqlencias mais geral que
o multinomial. Consideramos aqui que a classificagao com

binada possui k categorias.

Seja U um vetor aleatorio assumindo valores no
conjunto {el, e ek} onde e;=(1,0,...,0),..., eK%O,”.,OJ)
formam a base ortonormal padrao de Rk. Suponha ainda que
Pr{U=e1} = Py i=1,..., k, onde Ps 2 0 e p1+p2+,.A-pk=L
Um processo de Bernoulli multivariado com parametro w =

= (pys e pk) e uma seqllencia, {Uj} de vetores alea

i1’
torios independentes e identicamente distribuidos segun-

do U. Isto e, _ﬂ_ Uj e ¥i=>1, Uj%U, Se os n primeiros
J=1

elementos da seqgllencia sao observados, podemos escrever

X .

Pr{U.= e, , U, =e., ,..., U =e. |w}=1 .
1 11 2 1? n -l;n -l:] 1



n
onde X = (Xl’ Xza e e o xk) = 2 e

n
n é funcao de x. Neste caso, se X = ) U,

te uma funcao h(x) tal que
PriX=x|w} = h(x) 1

No caso em que n & uma constante (fixada

obtemos a distribuicao multinomial,

k p.
PriX=x|w} = n!' 1 —1 |
i=1 i
ou seja h(x) = n.
] 1
Xt Xy

Independentemente da escolha de h,
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(1)

previamente),

a classe de

distribuicoes conjugadas naturais e formada por distribui-

coes de Dirichlet. A seguir descrevemos 0S

desta classe conjugada e apresentamos algumas

propriedades importantes.

0 parametro w=(p,, .- pk) tem

de Dirichlet de ordem k com parametro a=(a

elementos

de suas

distribuicao

. s ak) .

a. > 0, se a densidade de w & dada pela expressao

i -

K |
g(w) = T ( Z a.) I e



k
onde w pertence ao simplex {(p,, ..., pk); pigo, X’p1=1},
Esta definicao & denotada por
wla v Dk(a)
Note que a Distribuicao de Dirichlet (representada no
Rk) e uma representacao singular da distribuicao Beta

generalizada a qual e definida no Rkw] pela mesma densi-
dade acima onde P e substituido por T-p,- .. = Pr-1-

Esta representacao, embora seja no Rk“], possui um para-

metro, a, definido em Rk. Ao utilizarmos integrais de

variedades, a representacao no Rk nao traz prob]e?as de
r(a;)
singularidade, apenas o fator de normalizacao —— LR

mT(ay)

dividido por vk . Lembremos que o volume do simplex (no

Rk) e maior do que o volume do conjunto {(p,, ... ,pkﬂ]);

k-1

p; >0, ) p;y £ 0J, contido no R . De fato, este volu

me (area ou comprimento) e S (Wilks, 1962) e 0 vo-
Tume (area) do simplex e vk (Courant & John, 1974).

As figuras 3 e 4 ilustram esta diferenca.

As propriedades Tlistadas abaixo sao basicas e
possuem demonstracoes simples (Basu & Pereira, 1982 e Pe

reira & Viana 1982).

Propriedade 1

Sejam Zl, Z

5 o Ly variaveis Gama indepen-



Figura 3 - Dominio da Dirich- ¥3
let de ordem k=3 na forma nao
singular. Area = 1/2.
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1
AP
0 pl
Pg b
Figura 4 - Dominio da Dirichlet
de ordem k=3 na forma singular.
Area=v 3
2
>
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dentes com parametros (a,,b), (a,,b), ..., (ak,b) respec

15 2&
tivamente. Se Z=Z,+ ... + I,, entao
1
a) —5—(Zy, o L) Dk(a), a=(a,, > ) e
1
b) ——(Z,, .7, 7.
Corolirio
Sejam 1<j<k e Pj =p, ot o4 pj
Se (pl, C e pk) voD (a,» -0 ak), entao
8) S (Pys oo i) UL (D e p) e
j J 1-p 0 J
J
b) —5— (p p) D; (a )
PJ 192 0 9 J J - E] j

Suponha que o vetor de fregliencias

n
X = ) U. e distribuido como em (1).

Propriedade 2

Se a priori wl|a v D, (a), entao;

a) a posteriori wla,x ~ Dy (a+x),

b) a probabilidade marginal de X (preditiva de X) e

dada por
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c) sen @ prefixado, f(x) e a funcao de probabilidade

Dirichlet-Multinomial (Basu & Pereira, 1982).

Na proxima secao o modelo para tabelas de con-
tingencia e descrito com base nas propriedades aqui Tis-

tadas.

3 - TABELA DE CONTINGENCIA v xs

A forma geral de uma tabela de contingencia e
apresentada a seguir cuja notacao e padrao e os elemen-
tos do vetor de freqgllencias recebem dois indices, identi

ficando Tinhas e colunas.

TABELA 1
Colunas (classificacao 2)
Total
1 2 . . . S
1 Nyy Ny, . . n s n, .
Linhas 2 N,y Ny, - . . N, n,.
(classi-
ficagao 1).
r Ny My, . . N ..
Total n.y n., . . . N no=mn

A notacao analoga para a estrutura parametrica

e dada por
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TABELA 2
1 2 S
1 ,
P p12 plS !
2 Por Poy Pos Po,
r Pri Pyro Prs Py
Py P2 Pls ]

Uma outra

reparametrizacao relevante e apresen

tada a seguir onde q.. = ngi
1J pi
TABELA 3
1 2 S

1 a,;, 94, 9 1

2 a,, 49,, 9,5 1

r 4y, 9y, Apg ]

Com o vetor de freqiiencias x=(n ., ..., ng)

e o vetor de parametros

w = <p11’

2 Ppg) - @ Veros-
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similhanca € expressada por

n. .
v(iw|x) = h(x) X p.TJ
e T

LR,

Se a reparametrizacao (q,P), onde q=(qy s v
qrs) e P=(p, » «vos prv)g e utilizada, podemos escre-
ver

™ n. . n.
V(q,P|x) = h(x) | 1 q..9 | 1 p, " (2)
.. 1J . 1.
N i
No caso de n ser fixado previamente h(x)=
n'
——— - No caso de (n1 LU ) ser fixado pre-
In. .. ) )
1]
viamente a verossimilhanca se reduz a
_ nij
q‘ij

V(g|x) = Ton, . M (3)

| 1oL ij

No caso do modelo (2), a hipotese de interesse
e a independencia entre as duas classificacoes. Uma for
ma de se expressar independencia entre dois eventos A e

B e atraves das igualdades
P(AIB) = P(A) e P(AIB®) = P(A).

No nosso caso, a independencia entre as duas
classificacoes corresponde a ser satisfeito o seguinte

sistema de igualdades:
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997 7 95y 7 = Ay,

A1, = 99, 7 o 7 Uy,
o

qlS - qzs o T qrs

Este mesmo sistema no modelo (3), corresponde

a hipotese de homogeneidade.

Podemos assim concluir que a diferenca entre
um teste de homogeneidade e um teste de independencia es
ta nas verossimilhancas e nao nas hipoteses, como se po-

deria imaginar.

Para o desenvolvimento dos testes, a seguinte

notacao e conveniente:

(i) Parametros

(ii) Priori



a = (a, .a.) e a =)a. = Ja ;
1 J
(ii1) Amostra
X <nll’ L] nlS’ n?la 4 259 s nrla s N
Xi 7 (nil’ ’ nis) € X’:(nl.’ ’ nr,)
(iv) Posteriori
A.. = a..+ A = a+x, A, = a. +n A .= a .+n
iJ ij i3’ > . i ] J.3
A1 = 51 + §1 , A=3a+tXxeA = nta
Lema 2

Se wla v D, (a), entao

(1) Ql_J,L QZ,.J_[_°== ._U..QY‘ __H_. P
(i) Q1|a vb(ay) s M=, Lol Ly

(iii) Pla ~ D.(d)

Demonstracao

Usando a propriedade 1 das distribuicoes
Dirichlet e adaptando a notacao para 0 nosso caso

que:

Se Lyy ™ Glay,

pendentes, temos que

,1) e todos os Zij sao mutuamente

41.

de

temos

inde-
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Usando a propriedade 1 outra vez, concluimos os

resultados desejados.

Fvidentemente, os resultados acima sao validos

uando A, ., A. A., AeA i ., AL a., a e a
q igr Mo Ry substituem 55, 85 5 4o )
respectivamente. Isto e, estes resultados se aplicam tan
to a priori quanto a posteriori visto que, estamos consi

derando uma classe conjugada de distribuicoes.

Inicialmente, vamos supor que a verossimilhanca
(2) esta sendo considerada e que a hipotese de independen
cia deva ser testada. Assim, H, € representada pelo siste-

ma

1

915 Us

que define um subspago §, do espaco original Q. Assim,

0
a hipotese alternativa H e definida pelo espaco 0-Q.

Para testar a hipotese H, contra a alternativa H, , calcu
Tamos as verossimilhancas modificadas que estao inclui-

das no resultado abaixo.
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Resultado ]

Para o teste de independencia, com o0s entes
considerados acima, a razao das verossimilhangas modifi-

cadas e dada por

'(a  -sr+s) ; ﬁifa1j)“ﬁw ] ; _i}Ai'zﬁ.‘ I I}A.j~r+1)”1
A -sres) i T () ) A orag ) | LY e ) |
Demonstracao
1 - fo(d) _
— R B onde f, e f. sao as verossimilhan
3 01 0 1 n
f,(d)
cas modificadas. Ao utilizarmos como priori a represen-

tacao do Lema 2 e como verossimilhanca o modelo 2, temos
a conjunta de (w,d) dada por
B A.-177 A, -1
1 [ .
R q 1J 1 \ 1l D 1 ‘}

irag) LYY L
ij ,

cuja integral em & produz:

Com a restricao definida por Ho’ a conjunta de

(w,d) sob H, e dada por
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]_ Aij"]-m { ; Ay -1 'w
11 - L .
BEW Y | i Py,
h(x : ‘ — —
a..»_ ]
I 11.3 ]agzo ~~~~~~~~~~~~~~ —T(a; )
L‘ ij J (e ) i
onde
a; .- [ a .-r
mog.) dag=cC |1 qj'J ds,
i,5 W J

( , A.J“"Y‘
R IR LGN NN
Fy = h(x) - .I,_]f Cy )'w’ TR |
C | Ig.’ ds
J i
e finalmente
Tla ) rla_-rsts) | (A ersl) || r(a )
f 0= h (X) ‘ 1'] SR [
(A ) T(A -rsts) | ] Ma ymre1) L L1 (ay ) _

que dividido por f, prova o resultado.

Resultado 2

No caso de considerarmos a priori uma distri-

buicao uniforme, isto e ajj = T ¥i,5
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.1 .
ROlﬂﬁ 1 : 1
( n+s-1 ) n. 1 nij .
n 1,3
Este resultado e obtido ao considerar
mos, no resulftado 1, aij =1, a = rs, A..z n+rs,
a; =s, Ai.: N, +s, a ;=r e A,j: n-j+r. Note que se
n n
1 2
(n, +1)(n, +1) (n b gn }
r=s=2, obtemos 2 11 22
(n + 1) n
(h )

que se identifica a formula do exemplo | (capitulo 1), apos

uma adaptacao de notacao.

Para concluir esta secao, desenvolvemos a se-
guir o teste de homogeneidade. No lugar do modelo (3),
vamos considerar um caso mais geral onde a regra de para

da, nao necessariamente considera a marginal (n . 5N

1.7°° r.)

como prefixada.

Aqui o modelo considerado e

_ i
T,
onde ) apg = 1, Vio= 1,

J
Para um exemplo distinto de (3), suponha que 3 urnas com
bolas pretas e brancas estao sendo consideradas. Da pri

meira urna retiramos 4 bolas com reposicao (n, fixado),

1



46.

da segunda retiramos bolas (com reposigao) ate encontrar

mos 2 pretas (nplfixado) e da terceira retiramos bolas

(com reposicao) ate encontrarmos 3 brancas (n,, fixado).
A distribuicao conjugada para  V(q[x) e a
seguinte:
a) QI ... L q,

Como esperado, 0 resultado abaixo relaciona os

dois testes.

Resultado 3

Com os entes considerados, a razao RO para o

1
teste de homogeneidade e identica a do teste de indepen-

dencia (resultado 1).

Demonstracao

A conjunta de (q,d) e dada por

nr (a; )
1 T. B A.i\]"'-‘
I I(a,.) 1,
L iJ
157
onde qij > 0 e 2q1J~1 Integrando-se em g obtemos
S T(ay )| F(AL )
f= h(x) (IR ‘ {—H SN R |
TOoT(AL ) ] i, T(as.) |
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Sob a hipotese H,, de igualdade entre as  1i-

nhas da tabela paramétrica dos SEEE obtemos a verossimi-

Thanga
A_ij""—]
J in. q,i‘]. do,
f, = h(x) =412 -
a. .~ 1
[ mogyit dog
ToJ
- T(A j~r+1) h I'(a - rs+s)
= h(x) 1 : s
| J F(a°j~r+1) B I'(A  -rs+s)
fo -
Tomando-se ——— obtemos a formula do vresulta-
fy
do 1.

0 resultado 2 apresenta a razao R;,, no caso
de distribuigoes uniformes a priori, tanto no caso de in
dependencia quanto no caso de homogeneidade. Neste caso,
a interpretacao classica e possivel. Na verdade, ao con
siderarmos aij = 1, R01 € a razao entre a media das ve-
rossimilhancas em Q, sobre a media das verossimilhancas
em €, . E claro que para se conhecer o espaco amostral do
experimento, h(x) deve ser especificada. A qualidade de
um teste classico esta no valor de o (o nivel de signifi
cancia) e, algumas vezes, no valor de 1-8 (o poder do
teste). Isto faz com que h(x) determine a constante k
com a qual R, sera comparada. Este fato mostra como o

conhecimento do espago amostral e fundamental na teoria

classica.



48.

0 teste de Bayes por sua vez e definido a par-

tir de uma perda, Qo e L, , e de uma priori, (goggl), pa-

ra (H,,H,). Estes dois entes sao definidos basicamente
‘ L
- 1
no espacgo parametrico. Ao compararmos R, com k = ——

Lo
o conhecimento de h(x) e irrelevante. Contudo, qualquer
£
que seja h(x), sabemos estar minimizando o + B kB.
&0

4 - EXEMPLOS

Para ilustrar os testes descritos na secao an-
terior, apresentamos nesta secao um problema de indepen-
dencia e um de homogeneidade. Aqui iremos considerar que
as perdas sao iguais e as probabilidades a priori das hi
poteses tambem sao iguais. Desta forma, estamos conside
rando prioridades iguais para as hipoteses em confronto.
Para uma possivel comparacao com testes classicos, dis-

tribuicoes uniformes em § sao consideradas a priori.

Exemplo 1 (Everitt, 1977)

A tabela abaixo apresenta os dados de 141 pa-
cientes com tumor cerebral que foram classificados com
respeito ao tipo e ao local do tumor. Os tres tipos sao:

A) Benigno, B) maligno e C) outros. Os tres Tocais sao:

I - Tobulo frontal, Il - 10bulo temporal e III - ou-

tros locais.
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A B c

I 23 9 6 | 38
TABELA 4

11 21 4 3| 28

ITI 34 24 17 75

78 37 26 1141

A regra de parada que poderia indicar o porque
da observacao de 141 pacientes, ou mesmo das marginais
observadas, nao foi especificada. 4Uma analise classica,
necessariamente, exigiria uma suposicao sobre a regra de

ENLPREN PR

parada; n = 141 e fixado previamente, (n
(38, 28, 75) e fixado previamente ou (n RPN 3) =
(78,37,26) e fixado previamente. Por outro lTado a
analise Bayesiana € indiferente ao tipo de regra usada

e a razao Ry, e independente da escolha de h(x). No caso

especifico do exemplo, usando-se uma uniforme em §, temos:

3 ) 26! 28! 37: 38! 75' 78!
R.., = -
1
’ (143) 1410 30 40 60 91 17 21123 241 34.
© 2
= 3,98
No caso de considerarmos perdas iguais e a prio
ri PP{HO} = ww%w«, devemos comparar este resultado com 1.

Como 3,98 > 1 aceitamos a hip6tese Ho‘ Somente nos casos

onde k>3,98 € que rejeitariamos H, e nestes casos estaria
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mos afirmando que o erro de 2a, especie & pelo  menos 4
vezes mais importantes que o de la. especie. Isto devi-

do ao fato deste teste minimizar o + 3,988.

Exemplo 2

Tres amostras de 30 pacientes com depressao fo
ram consideradas. Uma das amostras usou placebo, uma a
droga A e a restante a droga B. A sequinte tabela apre-

senta os dados da pesquisa.

TABELA 5
Melhora N melhora
Placebo 8 28 30
A 21 9 30
B 19 11 30

Para este exemplo, no lugar de considerarmos
duas hipoteses vamos considerar as seguintes hipoteses

hierarquizadas.

= Q3 (veja figuras 5, 6 e 7)

A verossimilhanca neste caso e representada por

30-x 30 30, z 30-7
;) a3 (1-a,)

( 30-y
N

) o) (1-q,) ) ay(1-a,)" Y onde q;=; »
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(%z

Figufa 5 - Espacgo ) do i@
exemplo 2. Representacao T
nao singular no RS. |
i
i
!
-‘(2“ i
i
1
i
...... U S Y
O ) i\\ - ~1WWMV;‘?~
‘ A

Figura 6 - Superficie 9, do
exemplo 2. Representacao A
singular no R3.

N

Figura 7 - Corda @, do exémp1o 2.
Representacao singular no R9.

E e R

Lo
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Ls YyEN, e z=n . Ao considerarmos uma uniforme

temos as seguintes verossimilhancas modificadas:

30,,30,,30
L GOGHE)
.z
91 (0 )
X+y+2z
30,,30,,30 30,,30
C GGG GG
]
' 30 60 60
31('x)61(y+z) 3]°6]<y+z)
~ 1 .3
F2 = (g7)
As razoes de verossimilhancas modificadas sao:
30,,60
. i MK x)(y+z) 31.61
o1 (90 91
X+y+2z
30,,30
000 312
Rip =
(60 ) 61
y+z
30,,30,,30
CHEN )
Roo = Ryy Ryy = ‘
“ (g
X+y+z
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Substituindo os valores de x,y e z vamos obter:

R,, = 0,006, , R02 = 0,018
Ry, = 2,944 e Ry = 163,556
Estes resultados favorecem claramente a hipote-
se Hla Evidentemente, vao existir valores de k, e k, que

irao favorecer H,.

Uma primeira tentativa de provar a superiorida-
de do teste aqui desenvolvido,foi feita por Irony (1984)
que, no caso r=s=2, comparou-o com o teste exato de Fisher.
Por meio de amostras simuladas provou que a combinagao 11
near dos erros a+kB era menor no teste de Bayes. Alemdis
to, mostrou que o valor efetivo do nivel de significancia
era bem superior ao nivel indicado pelo teste de Fisher.
Este grave defeito do teste de Fisher, seria corrigido se uma dis-
tribuicdo uniforme (discreta) fosse considerada para a fregqliencia
da marginal. Uma analise complementar deste trabalho es-

ta sendo preparada e em breve enviada para divulgagao.

5 - TABELAS 2x2x2

Com o abjetivo de nao introduzir mais notacao,
esta secao € restrita ao caso particular, 2x2x2, de tabe-

Tas multidimensionais. A analise aqui descrita toma o ca
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so onde apenas duas das 3 classificagbes sao respostas.

Isto e descrito a seguir.

Suponha 3 classificagoes binarias A,B e C que

produzem a tabela abaixo,

TABELA b
A, A, TOTAL
B,C, X ny=x, n,
B,C, X, n,-x, n,
B,C, X4 n,=X, n,
B 2 C 2 X 1 n L. X L n i
onde N,= n,+ n, e N,=ny, + n, foram fixados previa
mente. Isto implica que o modelo contenha apenas 6 para

metros, listados a sequir:
a, = P(A[B,C)) » q,= P(A [B,Cy), q,=P(A|B,C,),
q, = P(A[B,C,) » py= P(B,[C) e p,=P(By[C,).

A distribuicao conjugada para o modelo e dado

por

o

pa—

%
-1
il

1,2,3,4
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e (q; > Gys Ggs q, pl, pz) sao mutuamente independen-

tes.

Com estas suposicoes, a maioria das hipoteses
de interesse sao casos particulares das tabelas bidimen-
sionais. E interessante descrevermos algumas dessas hi-

poteses.

A hipotese mais restritiva e a falta total de
associacao entre A, B e C. Essa hipotese e definida pe-

lo sistema

0 calculo de f_. neste caso e obtido usando as

0
formulas da secao 3. O mesmo acontecera com a hipotese
de falta de associacao entre A e (B,C). Neste caso

H]': q1: q2 = q3: qq_‘

Uma outra hipotese semelhante e a falta de as-
sociacao marginal entre B e C, isto e
2t Py7 P2

A falta de associacao condicional entre A e B

dado C @ representada pelo sistema
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0 calculo de fy e semelhante ao calculo de f,

no exemplo 2.

Ressalte-se aqui que a simplicidade dos calcu-
los esta relacionada com o0 fato de todas as hi-
poteses serem relacoes lineares entre os parametros. Con
tudo, a hipotese menos restritiva € a hipotese de falta de
interacao de seqgunda ordem que representa igualdade de
associacao condicional entre A e B dado C. Isto e, a as
sociacao entre A e B dentro de C, e identica a associa-
cao entre A e B dentro de C,. Este fato e representado

pela hipotese

H, q, = ¢
q, = tg
Q, = P
q, = tp
onde 0 < q, p <1 e 0 <t < min (_l_, —l~): t,.

Note que a dimensdao de H,_ & 3, pois (q,p,t)
substitui (q,, q,, 9,5 q,)-
Para encontrarmos o tamanho da superficie defi

nida por H,, temos a seguinte matriz de derivadas
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q p t
q, i 1 0 0 i
q, t 0 q
Q5 0 1 0
q, ) 0 t P

0 tamanho da superficie € a integral:

t
0 \
J /q2+q2t2+p2+p2t2 dt dp dq =

0 0

fl to . X
[ J J J(14t2) (p2+q2) dt dp dq = I
0

Considerando a priori uma distribuicao unifor-
me, em 2, o calculo de f, ira envolver uma integral do
tipo

ty
J A(p,g,t) B(p,q,t) dt dq dp

0 0

onde A(paqst) = ‘/(]+t2)(p2+q?)

A A, A, A A A A

e B(p,qst) = p (1-p) q (1-q) ~ t (1-pt) “(1-qt)

0 calculo desta integral exige metodos numeri-
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cos especiais, visto que na maioria das vezes o0s expoen-
tes sido grandes. Esses metodos ja estao implantados e
seu calculo e mais simples do que aqueles exigidos pelo

teste classico da hipotese H,.

E interessante notarmos a hierarquia entre as

hipoteses Hy, Hy, Hy, Hy e Hy .

Aqui, a hipotese H & a alternativa geral, onde nao

existem restrigoes.

No proximo capitulo, serao desenvolvidos tes-
tes para o equilibrio populacional de Hardy-Weinberg, em
diferentes situacOes geneticas as quais nao permitem so-
lTucoes classicas adequadas. As hipoteses envolvidas nes

tes problemas nao sao lineares.
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CAPITULO 111

EQUILIBRIO POPULACIONAL

1 - INTRODUCEO

A metodologia desenvolvida no capitulo I foi
motivada pelos problemas discutidos neste capitulo. Pe-
reira e Rogatko (1984) apresentam uma versao aproximada
do teste de equilibrio na situacao genética mais elemen-
tar (sistema monogenico, dialelico e codominante). Con-
tudo, o metodo de construcdo daquele teste nao permite
uma extensao adequada para situacoes mais complexas. 0
metodo desenvolvido no presente trabalho, sugerido por
Irony (1984), e bastante geral e inclui situagoes geneti
cas que desmotivam a utilizacao de metodos classicos.
Por exemplo, o equilibrio genetico com genes ligados ao
sexo. Para facilitar a leitura, revisitaremos alguns con

ceitos utilizados na seqllencia.

Todas as caracteristicas observaveis nos se-
res vivos sao fruto da interacao de componentes geneti-
cos com o ambiente. Aqui, somente os componentes geneti
cos serao objeto de analise. A informacao genética cuja
unidade e denominada gene, esta localizada em materiais
geneticos denominados ecromossomos. As espécies diploi-

des, das quais iremos nos referir, sao aquelas onde 0S



60.

cromossomos aparecem aos pares, homologos. Um dos ele-

mentos do par € proveniente do pai e o outro da mae.

Um gene ocupa um lugar fisico especifico, Zoco,
no cromossomo. Um loco pode ser ocupado por genes que
codificam diferentes tipos de informacao, alelos. Nos
cromossomos nao relacionados com sexo, autossonicos, a
caracteristica genetica final do individuo, gendtipo, €
determinada pelo par de genes presentes no par de homolo
gos, nos locos correspondentes. O numero de diferentes
alelos que podem ocupar um determinado lToco pode variar
com a caracteristica estudada. O caso onde apenas um ti
po de alelo ocupa o loco e denominado monomorfico. No

caso de dois tipos dialélico e se existirem mais de dois

tipos e denominado polialelico.

A caracteristica genetica final expressa (exter
namente) no individuo, fenotipo, e determinada pelo geno
tipo de um ou mais locos. No caso de apenas um loco, ©

sistema e denominado monogénico.

Suporha um sistema monogenico e dialetico onde
G, e G, sao os dois tipos de genes. Os genotipos possi
veis sao, entao, G,G,, G,G, e G,G,. Se as tres clas-
ses sao fenotipicamente distintas, o sistema e codominan
te. Se 6,6, e G,G, produzem o mesmo fenotipo, distinto
de G,G,, entao G, & um gene dominante e G, e recessivo.

Fvidentemente, para um sistema polialelico, poderemos
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ter mistura das relagoes de dominancia e codominancia en
tre as vdarias combinagoes genotTpicas. 0 sistema sangui

neo ABO e um exemplo relevante de tal mistura.

Nos cromossomos ligados ao sexo, 0 mecanismo
descrito acima sofre uma modificacao. Nos elementos do
sexo feminino o mecanismo permanece o mesmo,contudo, nos
do sexo masculino apenas 0SS cromossomos provenientes da
mae carregam informacao genetica do tipo descrito acima.
0 cromossomo do par proveniente do pai, carrega, prova-
velmente, como unica informacao a determinacao do Sexo
masculino do individuo. Assim, se os genes G, e G, Sao0
ligados ao sexo, produzirao, como antes, 0s genotipos
G,G,, G,G, e G,G, na populacao feminina e apenas duas

classes genotipicas, G. e G?, na populacao masculina.

1
0 conceito de equilibrio que usaremos na se-

qlencia esta incluso na seguinte definicao.

Uma populacao esta em equilibrio, segundo uma
caracteristica genetica,se as freqlencias das classes ge
notipicas, desta caracteristica, nao se alteram de uma ge-

racao para outra.

A proxima definicao inclui um conceito com es-
treita ligacao com o de equilibrio. Desta ligacao origi

nou-se o teorema de Hardy-Weinberg, assim conhecido pe-
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lTos trabalhos independentes de Hardy (1908) e Weinberg
(1908).

Definicao 5

Uma populacao esta em pan-mixia se todos os cru
zamentos ocorrem completamente ao acaso. Isto e, nao
existe estratificacao social, nem a tendencia de indivi-
duos do mesmo genotipo casarem preferencialmente entre
si, nem a preferéencia por casamentos consanguineos e nem
a tendencia de individuos fazerem a escolha de seus con-

juges com base em caracteristicas fisicas como estatura,

cor de cabelos, etc.

Alem de pan-miticas, as populagoes a que nos
referimos neste capitulo devem satisfazer as seguintes
restricoes:

1) Possam ser consideradas infinitamente grandes.
2) Tenham a mesma freqlencia de homens e mulheres.

3) A caracteristica estudada seja independente da fer

tilidade dos casais.

4) Nao sofram migragoes relacionadas com a caracteris

tica estudada.
5) 0s genes nao sofram mutacao.

6) 0Os genes nao sofram pressao seletiva, isto e, a

caracteristica em estudo nao seja relacionada com
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a sobrevivencia dos individuos.

Para uma analise mais cuidadosa dessas restri-
¢oes bem como para um estudo mais aprofundado dos concei
tos descritos nesta segao,veja Beiguelman (1977) e Elandt -

Johnson (1971).

Nas secoes seguintes, os problemas tratados en
volvem hipoteses nao lineares e parametros excedentes que
devem ser eliminados. O0s calculos apresentados foram
executados no Centro de Computacao Eletronica da USP e
os programas foram desenvolvidos pelo Dr. Andre Rogatko
que para os calculos das integrais envolvidas utilizou o

metodo de interpolacao adaptativa de Roemberg.

2 - SISTEMA AUTOSSOMICO, MONOGENICO E DIALELICO

G.G e G

172 G

Considere como G,G 0s genoti-

1712 272

pos relacionados ao par de alelos G, e @ nao relaciona

29

dos a sexo. Respectivamente a estas classes genotipicas,
P,> P, € pg representam as proporcoes destas na popula-
cao. Vamos supor que o sistema e. codominante, isto e,
as classes genotipicas definem classes fenotipicas dis-
tintas. Assim, em uma amostra de tamanho n, a freglen-

n, e n, onde n

cia de elementos em cada classe, n,, n, 3 TN+

1

tn, = n, podem ser identificadas. Evidentemente, esta-

mos admitindo que os elementos amostrais sao obtidos in-
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dependentemente, isto e, segundo um processo de Bernoul-
1i (bivariado). Isto equivale a dizer que a verossimi-~
lhanca e proporcional a

n]. nZ n3
P, Py Py

onde P, > 0, P,= 0, Py 0 e p,t P, + py = 1.

E comum o interesse de geneticistas em verifi-
car se a populacao em estudo e pan-mitica e nao foge das
leis mendelianas por fatores adversos como selecao e ou-
tros ja descritos. Isto equivale a verificar se a popu-
lacao esta em equilibrio. Esta equivalencia e conhecida

como a lei de Hardy-Weinberg (HW) e esta incluida no teo

rema abaixo.

Teorema 4 - (Hardy-Weinberg)

Em uma populacao pan-mitica que nao se afasta
das leis mendelianas, o equilibrio e obtido em uma etapa
de reproducao e as proporcoes genotipicas satisfazem a

seguinte propriedade:

1p €(0,1) t.q. p= P

Demonstracao.

Vamos representar por p,, p, e p, as propor-

coes genotipicas de uma determinada geragao e por q,, q,
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e g, as respectivas proporg6es na geragﬁo subsequente.

0 seguinte quadro descreve o processo de gera-
¢ao de descendentes em uma populagao com as caracteristi

cas desejadas.

TABELA 7
TIPO DE TIPO DE DESCENDENTE PROPORCAD
CRUZAMENTO DOS CRUZA
G, G G.G G G MENTOS
17 172 22
2 2
GlGlelG1 P] 0 0 Py
G,G,x6 G, PPy PP, 0 2pyp,
G_LGleze2 0 2p1p3 0 Zplp3
G.G.xG G |- p2 LI T 2
172 172 4 p2 2 p2 4 p2 p2
G,6,x6,6, 0 PyP3 PoP3 2pyps
2 2
G262X6262 0 0 Ps g
PROPORGOES
NA OQUTRA q, q, Gq 1
GERACHKO ’

Se p= p,+ ~%W P,, Ppodemos escrever

q,= p?, q, = 2p(1-p) e q, = (1-p)°.

Com estes valores de q; substituindo os p, na
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tabela, encontraremos as proporgoes da geracgao seguinte

que serao:

G:LG], . pu,+ ZPS(]MP) + DZ(]__p)z _ pz = q,
6,6, : 2p3(1-p)+2p2(1-p)? + 2p*(1-p)* + 2p(1-p)*=2p(1-p)=q,

6,6, © p”(1-p)* + 2p(1-p)° + (1-p)" = (1-p)" = a;

0 teorema entao fica demonstrado.

Nao e dificil entendermos que o resultado aci-
ma pode ser estendido para o caso de polialelismo. Note

que no caso de equilibrio, a proporcgao do gene do tipo

G, sera p = /p; e o do tipo G, sera 1-p=1-/p, = V/p, .

No caso de tres aletos, G,, G, e G,, teriamos: para G

1°? 1°

p=Vp, ; para G,, q=/p, e para G, 1-p-q=1-Vp;-Vp, =
= V/p, - Aqui, p,. P,s Py» P,» Ps € Pg Sd0, respectiva-
mente, as propor¢oes das classes G,G,, G,G,, G,G,, G;Gg,

G,G, e G,G,.

A propriedade de equilibrio define entao uma

relacao especial entre as proporcgoes p,-P, P Assim,

5
para o geneticista decidir-se, baseado na amostra des-
crita anteriormente, sobre a existencia ou nao do equili
brio, ele deve testar a hipotese nula, Hy» que (py.p,.py)

pertenca a corda £={(x,y,z); x6(0,1),y=2vx (1-/x"), z=(1-vVx )?}
contra a alternativa, H , de que (p15929 pg) pertenca ao

compliemento de 2, em relagao ao simplex Q={(x,y,z); x>0,

y20, z>0 e x+y+z=1}. Esses dois conjuntos do R3 podem ser
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2
representados no R™ por

Qg = {(x,2)s x6(0,1) e z=(1-v/x )2}

Q'={(x,z); x30, z>0 e x+z < 1}

A figura 8 apresenta os conjuntos O, e @' e a

figura 9 ilustra os conjuntos @, e 0.

0 problema estatistico que o geneticista deve

resolver e a construcao de um teste para confrontar

HO: (plgpz, p3) g 2,

Hl: (pl, P, > p3) € Q—QO.

Definido o processo de selegao amostral, a verossimilhan
ca e dada por
n, n, n,

1
viwld) = h(d) p, p, p,

, p.). A densidade a prio

onde d=(n1,n2,n3) e w = (pl, P, ;

ri escolhida na classe conjugada e uma Dg(al,a?,ag) isto
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Pgﬁ

0 4 1 P
~Figura 8 - Representagao no RZ. 0 espaco pardmétrico o

e a reg1ao interna do triangulo. A corda interna que 11
ga os vertices e o espaco Q"

P3

Figura 9 - _Representacao no R3.
0 simplex e o conjunto 2 .e a
corda interna e o conjunto R
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onde (p,» p,» P,) €Q . Lembremos que a pasteriori teria
mos wld v D3<a1+”1’ a,tn,, az+tn,).

A notacao abaixo simplificara nossas formulas:

B(a,,a,,a,)

V1-3x(1-x) X (1-x) dx

it
——

E(al,azaag)

onde oy = 2a,ta, € a,= 2a3+a2.

Note que a corda Q, define o sistema de equa

coes plzpz, p,= 2p(1-p) e py= (1-p)? cujo vetor de deri

vadas e
(Dy,D,,D,) = (2p, 2-4p, 2p-2).

0 comprimento de ©, sera, entao,

1
P - L
J /D-’_§+D§+D§ dp = 2/2° [ A-3p(1-p) dp = 2/2°E(1,1,1)=
0

1,95186.

1

As funcoes de verossimilhanga modificadas (ve-

ja def. 3 do capitulo I) sao

{g(w)v(w\d)dwo

Folnysn,sng) =

Jg(m) dq,
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fg(w)v(.w!d) 4o

J(g (w) de

fo(n;,n,.ng) = —

Por outro lado, se A;= a;+n,, Ay,=ay+n, e A, =

= azt+tny temos:

A2 o E(A]'ap‘ZsAg)
Jg(w)v(w\d)dﬁo = 2 /2 : h(n,.n,,ng),
B{a,,a,,ay)

(g(w) do = 1 e
J

[ B(Al,AZ,A3)
f= Jg(w)v(w|d) do = h(n, .n,, n,)
B(a,,a,,a,)

Finalmente temos:

n, E(A,,A,,A,)
2 12790903
fo(”l’”2°“3) = 2 h(nl,nz,n3)—m

5(61562,63)

A razao das verossimilhancas modificadas pode

entao ser escrita como:




71.
que multiplicada por ———- nos da a razao de Bayes para

0 teste de HO contra H]. 0 resultado abaixo resume es-

tes aspectos.

Resultado 4

£
— & a razao

Com o0s entes considerados, se —

1-€
de probabilidades a favor de HO, 0o teste de Bayes para
equilibrio consiste em comparar
n,
. i £ E(A,LA,LAL) B(al,azgaS) 2
01
1-£ B(A, A, ,A,) E(al,az,a3)
com uma constante k pre-determinada.
No caso de &=1-g= ~%w~ e a,= a,=az= 1, teria-
mos :
"y
E(n1+1,n?+1,n3+1) (n+2)! 2 °
R = -
01 1 i
nlf N,o Ng. 0,69

Se o teste consiste em comparar R, com a unidade, esta-
remos com um teste que minimiza o + B, a soma das me -

dias dos erros de Ta. e 2a. especies.

Os resultados que apresentaremos se referem ao

caso uniforme descrito acima.

Vamos supor que o tamanho da amostra, n, & pre
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fixado. Isto e,

h{n, .n,,n,) =

Com tal processo, as preditivas serao

n n. E(n,+1,n_+1T,n_+1)
fo(n],np,ng) = 2 z - ! 2 & e
- - ] ] 1
Ny.ny,.ng. 0,69

(n+1)(n+2)

f.o(n,,n, ,n,) =
Py ety sl >

Vamos definir a regiao critica do teste como

f

0
C = f{(n,n,sn,)s —— < 1}
fy
e 0S erros serao
o =) fo(nysn,,ng)

C

g = 1 - g fio(ny.n,,ny).

A tabela 8 apresenta os valores desses erros

para alguns tamanhos de amostra.
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TABELA 8

N 10| 20 |30 | 40, 50| 60| 70| 80 | 90 | 100

o 0,207)0,1310,110|0,094/0,085|0,077/0,073|0,065|0,063|0,058

B 0,379(0,355/0,32110,298/0,275/0,265|0,250{0,243]0,2330,227

Para ilustrar o tipo de regiao critica obtido pe
To teste, a tabela 9 descreve o espaco amostral onde os va

lores de n, e n, sao as entradas das colunas e linhas, res

1
pectivamente. O corpo da tabela e preenchido pela parte
inteira de R01° Assim os pontos com zeros formam a regiao
critica e os com inteiros positivos formam a regiao de acei
tagao. Se a figura 5, com dimensoes adaptadas, sobrepor es

ta tabela visualizaremos o otimo ajuste da corda de equili

brio com a regiao de aceitacgao.

Neste ponto devemos nos perguntar se seria possi
vel testarmos equilibrio no caso de dominancia do gene A,.
A amostra observada neste caso sera (n,+n,,n;) e a verossi

milhan¢ca seria proporcional a

n3 n1+n2

Py (Py+p,)

Para evitar mais um desenvolvimento algebrico,

vamos analisar este problema apenas no seu lado intuitivo.
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iciona

pelos valores inteiros da razao de Bayes.

Tabela 9 - Espaco amostral part
n = 50
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Evidentemente, para todo valor de p,, vai existir um de
p6(031) tal que p3:(1ap)2 e logo pl+p2:1—(1~p)2 0 que
nao implica que P, = p2. Assim, a amostra pode trazer
nenhuma informagao sobre o equilibrio. Todas as informa
coes, possiveis de serem analizadas, estao contidas na
priori. Assim, um estudo sobre as relagoes entre a,, a,
e a, e que podera auxiliar nas conclusdes sobre equili-
brio.

Existem ainda exemplos onde apenas parte dos

n, elementos e parte dos n, elementos, sao classificados

1
em suas respectivas classes, visto que 0 processo de
identificacao e muito caro. A verossimilhanca nesses ca
sos sera proporcional a

Ny N, g N
P, P, Py (PytP,)

onde N]+N7+N3: no+n,. Problemas como este sao tratados

1
em Basu & Pereira (1982). Contudo,nao temos conhecimen-
to de trabalhos que desenvolvem testes para tais casos
de dados incompletos. Com a metodologia aqui desenvolvi
da, os testes sao construidos seguindo as mesmas Tlinhas
daqueles desenvolvidos ate aqui. Evidentemente, as inte

grais envolvidas deverao ser calculadas numericamente.

do da razao de Bayes, Ro,- Utilizando o desenvolvimento

) ] 1/2

em serie de Taylor da funcao [1-3x(1-x) no ponto x:~%'
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e utilizando apenas os trés primeiros termos (ate a se-

gunda derivada), vamos considerar a aproximacao

1
[1-3%(1=x)172 ==+ 3(x=—) = —3— = 3x(1-x).

0 calculo de E(a;,a,,a,), usando esta expres-

sao, sera reduzido @& seguinte forma:

5
E{a,,a,,a,) v i 82(2a1+a2~2,2a3+a2~2) -

~3B2(2a1+a2~1,2a3+a2~1)3
onde B, (x,y) e a funcao beta no ponto (x,y).

Como normalmente a,,a, e ay sao inteiros, pode

mos escrever

E(a),a,.a5) v By(2a,+a,-2,2a,+a,-2)[5 - 3AR(1-R)]

2(a,+a,+a,)~4 2a.,+a,~2
onde A = Loz o e R = Loz
2(a,+a,+a,)-3 2(a ta,tay)-4

1 3

No caso de uma densidade uniforme a priori te-

riamos a seguinte aproximagao para R, :

n,~1
- | - (n+2) (2n1+n2)5(2n3+n2)5 2
Ron ) = , x
npen,.n,. (2n+1): 3
( 2n+2 [ 2n i+l 2n 0 41
5 - 12
| 2nt3 L 2ne2 ey
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Note que 2n € o nUmero total de genes na amostra, 2n +n,
e 2n,+n, sao as freqlencias (genicas) amostrais dos ge-
nes G, e G,, respectivamente, e finalmente n,,n, e n, sao
as freqUéncias genotipicas da amostra. 0 nosso teste,
entao, relaciona fregtiencias genicas com freqllencias ge-
notipicas e isto e uma propriedade esperada em qualquer

bom teste.

3 - SISTEMA DE GENES LIGADOS AO SEXO, MONOGENICO E

DIALELICO.

Nesta secgao vamos supor que os genes G, e G, sao
Tigados ao sexo. Isto equivale a dizer que a populacao
masculina e particionada em apenas duas classes genotipi
cas, representadas por G, e G,, e a populacao feminina,
como antes, & particionada nas tres classes G,G;, GG, e
G,G,. Esta estrutura define duas subpopulacoes distin-
tas (masculina e feminina) que atraves de seu cruzamento
surgirao duas novas subpopulacoes. Na populacao femini-
na, como antes, p,,p, € p, vao representar as proporcoes
fenotipicas. Na populacao masculina q, € q,, q,+q,= 1,

sao as proporcgoes das classes genotipicas G, e G,.

Vamos agora supor que uma amostra casual de ta
manho m & retirada da populagao feminina e uma amostra

de tamanho n e retirada da populacao masculina. Repre~
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sentando as freqlencias das classes genotipicas por my o,

m, e m, na amostra de femeas (mulheres) e por n, e n, na
amostra de machos (homens),a verossimilhanca sera
. m, m, my n,on,
v(w|d) a p, p, Py a4, q,
onde =(p,,p,,P,»9,,9,), d=(m;,m,,m;,n ,n,) e a substi-

tui "proporcional a".

A distribuicao a priori conjugada e descrita

como

(P1sPysPs) Il (dy.95)
(Pyspyspy) v Dylay,a,.ay) e

(a,9,) v D, (b ,b, ).
Lembremos que D, (b, ,b,) e a representacao singular da Be

ta com parametro (b,,b,). A posteriori teremos

(Pys>Pyspy) AL (a,.9,) Id
(p19p23p3)‘d v Dg(Alf’AZ?A:%) €
(d,.9,)/d ~ D,(B,,B,)

onde A, = a +m,, A e B,=b,+

) ,= A, tm, A.= a My, 81=b1+n

3 3" 1
n,.

Como ja vimos, o interesse do geneticista e ve
rificar se a populagao em estudo e pan-mitica e nao se

afasta das leis mendelianas.
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0 resultado abaixo mostra que no presente caso

esta hipotese ndo € equivalente & hipotese de equilibrio.

Em uma populacao pan-mitica que nao se afasta
das leis mendelianas as proporcoes genotipicas satisfa-

zem a seguinte propriedade:

4s€(0,1) e t€(0,1) tais que
py= sty py=(T-s)t+s(1-t) , py= (1-s)(1-t)

q,= t e q, = 1-t.

0 equilibrio ocorre se e somente se s=t.

Demonstracao

Representando por (pl,pz,p3,qlgq2) o vetor de
proporcoes genotipicas de uma determinada geracao, seja
(P1’P2>P3’Q1=Q2) o vetor correspondente na geracgao subse

quente.

0 processo de geracao de descendentes e descri

to pelo seguinte quadro:
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TABELA 10
TIPO DE | T1PO DE DESCENDENTE PROPORCAO
CRUZAMEN- DOS
TO G, 6 G, 6, G, G, Gy G CRUZAMENTOS
1 1
GiGyxG; | 5 POy 0 0 7 P19 0 P19y
1 1
G,G,xG, 0 5 P4, 0 5 P4, 0 P9,
6. G xG 1 1 0 1 1
10XG L7 Py | 7 Pty 7 P91 | 7 Py P2y
.G xG 0 1 1 1 1
1%2%4, 7 Pl | 7 Pl | 7 PYy | 7 P9, P4,
1 1
G,G,xG, 0 75 P34 0 0 5 Py P34,
1 1
G,G,xG, 0 0 7 P34, 0 7 P34, P34,
PROPORGAD | 1 1 1 1 1
NA ouTRA | 2P0 | 2 P2 7P | 20 7% 1
GERAGAO
Se t = pl+A%; p, € s = q;, temos

P, = st, P,= (1-s) t+s(1-t) , P,= (1-s)(1-t)

Q;=t e Q,=(1-t) , o que prova a primeira parte do teore-

ma. Note tambem que se s=t, entao, p,=s?, p, = 2s(1-s),
Py=(1-5)7. qy=s eqy=l-s, assim, P;=p;s P,=p,, Py=p,, Q=
= 52+5(1~s):q1 e Q,=q,. Isto prova que o equilibrio ocor
re se e so se esse sistema & satisfeito.

Este resultado introduz dois tipos de hipotese:

Pan-mixia e Equilibrio. Os conjuntos envolvidos sao apre

sentados a seguir.
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Para possibilitar uma representacao grafica, os

conjuntos envolvidos serao definidos no R®, visto que

p,=l-p,-p, e q,=1-q,. 0 espago paramétrico para(pl, Py

q,) e 0o conjunto

Q= {(x,y,z); x30, y>0, x+y<l e 0<z<1}

A hipotese de pan-mixia € representada pela superficie

Q= {(x,y.2)5 0<x,y,z¢1,  y=(1-z)(1- %}>, x+y<l}.

Finalmente a hipotese de equilibrio e representada

corda

pela

0, = {(x,y,2); 0gzgl, x=z2 e y=(1-2)?2}

As figuras 10 e 11 descrevem os conjuntos Q,,2, e Q.

Aqui, o problema estatistico do geneticista &€

e
a construcao de um teste para confrontar as hipoteses
HO:(pl,pz,ql) € 0, - Equilibrio
Hi:(py,P3.9,) € 0,-Q, - Pan-mixia
Hy:(pyspgsa,) € -0, - Alternativa
Voltando ao espago original, R”, a corda 9, @

caracterizada pelas equagoes p,=s?, p2:23(1ws),pgzﬂ—s)2,



82.

Figura 10 - Espégo & incluindo
a superficie §, e a corda §4-

YR

Figura 11 - Espaco §, superficie Q, e a corda
N vistos de outro angulo. '
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9, = s e q, = I-s que produzem o seguinte vetor de deri-
vadas: (2s, 2-4s, -2(1-s), 1, -1), cuja soma de quadra-
dos pode ser escrita como 2{1+4[1-3s(1-s)1}. 0 compri-

mento da corda, no R®, sera entao

1
V2 j A44T1-35 (1-5)1 ds= V2 E(1,1,1,1,1)=2,424

0

1
f Yoa-4

onde E(a,a,,a,.b,.0,) = | 40135 (1-5)1 % 412518 %gs

3°71°72
0

oc=2a1+a2+b1 e 8=2a3+a2+b2,

Ainda no R®, a superficie %, e caracterizada pelo siste-
1

Mma

cuja matriz de derivadas e dada por:

|t 1-2t t-1 0 0

S 1-2s S 1 -1

0s determinantes de ordem 2 serao
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cuja soma de quadrados serd

A area da superficie 2,, no R>, sera o valor da integral

dt = 2F(1,1,1,1,1) = 3,76

11
( e
2[ J A-3t(1-t)+3 (552 dsdt =
0 0
onde
. e Y
Flayazsassbisby) = | ] A-3t(1-t)43(555-) REEGEN
0 0
a;+b,-2 ath, -2 a,-1 a,-1
x ot (1-t) P s ! (1-s) ’ ds dt.

Definido o processo de selegao da amostra, a ve-

rossimilhanca e dada por
m, m, m

1 Mo Mg T

h(d) py p, P, 4, 9,

n
n 2

v(w[d) =

com (pl,pg,ql) EQ e P +P,TP,= q,+q, = 1
Usando a distribuicao conjugada a priori, as verossimilhan
cas modificadas, correspondentes a H,, H, e H, serao:

E(AL A, AL ,B,B,)

b ub,)

0"
E(al,az,a3

F(A,,A,,A;,B,,B,) .

Fo= h(d)
Fla,,a,,a,,b,,b,)
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Com estas fungoes, o teste € obtido wusando-se
o item b do Lema 1. Este teste esta incluido no resulta

do abaixo.

Resultado 5

Sendo Egs &, @ &, as probabilidades a priori

das hipoteses HO,Hl e H respectivamente, o teste de

2 9

Bayes para equilibrio e pan-mixia consiste em comparar,

respectivamente,

. ) £ E(Al,Az,l\g,Bl,Bz) F(a,,a,,a,5,b,,b,) 2m2
01 ’
61 F(Al,AZ,A3,Bl,BZ) E(@“az,agxnabz)
R ~ g() E(A]_sAZsAgaBlaBz) B<a1,a25a3)82<b1,b2) 2m
02
£, B(A;,A,,A;)B,(B;,B,) B(a,»a,,a5:b,,b,)
R 3 g] F(A‘L3A23A3981582) B(a],az,a3)82(bl,b2)
12

com as constantes C, , C,, e Ciyo pre-fixadas de acordo

com o teorema 3a. do capitulo I.

No caso onde m e n sao previamente fixados, a

verossimilhanca e o produto de uma trinomial por uma bi-

nomial. A tabela 11 apresenta os erros para alguns ca-
_ e n e 2k =h =
sos onde m=n, QO~Q1~&2— —3 e al~a2~a3—b1~b2—1. As ra-

zoes neste caso sao reduzidas as seguintes expressoes:

2

e
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E(m +T,my+T,ma+T 0 +1,n,+1) 1,881 m,
R.. = : - . - 2
oL F(m1+1,m2+1,m3+1,nl+1,n2+1) 1,714
m,
E(my+1,m+T,my+1,n +1,n,+1) [(m+2)!122
R = ' - -
02 mys m,tmglonglon,: 3,427 (m+2)

A decisao sera favoravel a H, se R ,>1 e R >1;

sera favoravel a H) se Ry, <1 e Royz Ry, @3 sera favora

vel a H, se R, <1 eRg, <Ry . As tabelas de 12 a 22
descrevem as decisoes de cada ponto amostral, para n=m=
= 10, ao utilizarmos esta regra. Evidentemente, as for-

mulas acima podem ser reduzidas caso se utilizem metodos

padroes de aproximacao.

TABELA 11

TAMANHO DA AMOSTRA n=m

ERRO 5 10 15 20 25 30

o 0,2073 | 0,2116 | 0,1977 | 0,1867 | 0,1822 | 0,1699
Oy 0,2857 | 0,2534 | 0,2151 | 0,1960 | 0,1782 | 0,1556
By 0,0301 | 0,0136 | 0,0131 | 0,0133 | 0,0150 | 0,0180
B, 0,0476 | 0,0441 | 0,0469 | 0,0511 | 0,0584 | 0,0676
Yo 0,2147 | 0,1313 | 0,1015 | 0,0761 | 0,0592 | 0,0498
Y, 0,1371 | 0,1089 | 0,1043 | 0,0931 | 0,0838 | 0,078]

TOTAL 0,9225 | 0,7629 | 0,6786 | 0,6163 | 0,5768 | 0,5390
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Note que todos os testes aqui descritos sao tes
tes exatos. Para que esses testes possam ser largamente
utilizados e difundidos necessdrio se torna o desenvolvi
mento de uma forte infra-estrutura computacional. E im-
portante aqui lembrarmos das dificuldades que encontra-
riamos para a utilizacao de um metodo classico, que para
este problema especifico e construido para grandes amos-
tras, nao sendo portanto exato. Veja Elandt - Jonson

(1971) para uma descricao desses metodos.

4 - GRUPO SANGUINEO ABO

Como foi comentado na secao 2, nao seria difi-
cil provar que, em um sistema autossomico, monogenico e
potialelico, equilibrio e pan-mixia sao conceitos equiva
lentes. Isto e, a lei de Hardy-Weinberg e satisfeita,
mesmo em sistema polialelicos. Assim, a construcgao do
teste de Bayes em tal sistema, no caso de codominancia
total, seria um simples exercicio algebrico, pois, as
etapas a seguir sao aquelas descritas na secao 2. Assim,
decidimos descrever aqui apenas o caminho que deve ser
seguido no caso onde exista mistura de relacoes de domi-
nancia e codominancia. Mais especificamente, apresenta-
remos o problema do teste de equilibrio do grupo sangtli-

neo conhecido como ABO.
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cionados a sexo, A,B e 0 produzem os 6 genGtipos AA, AO,
BB, BO, AB e 00. Contudo, apenas 4 fendtipos sao obti-

dos da seguinte forma:

TABELA 23
a7 AT PROPORCAQ
FENOTIPO GENOTIPO FENOTIPICA
A AA ou AO P,
B BB ou BO P,
AB AB Py
O OO pL|A

Com referencia a este grupo sangllineo, uma po-
pulacao estara em equilibrio H-W se, considerando s,t e
(1-s-t) como as freqdencias genicas, as freqllencias geno
tipicas sao dadas por

Genotipo AA AO BB BO AB 00

Proporgao s2 2s(1-t-s) t? 2t(1-t-s) 2st (T-s-t)?

Como apenas as classes fenotipicas sao observaveis, con-
sidere uma amostra de tamanho n onde as fregllencias refe

rentes a estas classes sao n n N, € n,, ny+n +n +n, =
. - ~ . 4 ny
=n. A verossimilhanca sera entao proporcional a J[pi

i=1

17 27 3

mostrando que o parametro identificavel e
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w = (P, Pys Pys P, ) EQ

onde © e o simplex

{(Pla p29 pga pq.) 5 p1 Z Oﬁp]'+ p2+ p3 + pq. = ]}

Testar o equilibrio, corresponde a testar a hipotese

Hyt w€Qy, onde 0,(c0) e um conjunto definido pelo siste

ma

p, = 2s-s7-2st
p, = 2t-t*-2st
Py = 2st

p, = (1-s-t)” ,

contra a alternativa "H.:w6 £-0y. A matriz das deriva-

1

das do sistema sera

2(T-s-t) -2t 2t “2(1-s-t)

-25 2(1-s-t) 2s -2 (1-s-t)

e para a soma dos quadrados dos determinantes de ordem

2 teremos
16{3(1-s) (1-t)* =4 (1-s-t)[s(1-s)>+t(1-t)? I} = 1642

0 volume do simplex @ & dado por

o o YA
/ 3. 3
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A drea da superficie Q, serda entao

1 leg
f ae, = 4 | [ adsdt - 1,06564
J J
0 0

Ao considerarmos como priori para w uma distri
buicao de Dirichlet, Dq(a],aygag,aq), podemos calcular

as verossimilhancas modificadas. Seja

E(al,az,a3,aq) = J Ag(s,t) dsdt onde
0

; a1 ) a,-1 a,-1 2a, -2
g(s,t) = (2s-52-2st) (2t-t?-2st) © (2st) (1-s-t)

Assim, teremos

h(d)E(A, A, A LA,)

fold) =
E(al 5a2 Sagbajl)
e
h(d)B(A, A, ,A LA,)
. B(a1’a2’a3’au>
onde A= a;+n; , A, = a,+ n,, Ag= ag+t ng e Ay =a,+n,.

Caso a distribuicao uniforme seja, como antes, a distri-

buicao escolhida como priori das freqlencias genotipicas,

terfamos a ,=a,=2 e az=a,=1. Se alem disto, n e pre-fi-
. = n! -
xado, isto e, h(d) = , obteriamos
1 i i i .
nyen,tnging !
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Resultado 6

, 1 .
No caso de £,58, = T e de considerar-se uma
uniforme para as proporgoes genotipicas, teriamos como ra
zao de Bayes a expressao

E(ny+2,n,42,n+41,n,+1) (n+5) !

Rop =

n o5

E(2,2,1,1)(n +1)(n+1)inin,

Para ilustrar o . uso de R01’ considere o exemplo abaixo:

Em uma amostra da populacao nordestina brasi-
leira encontrou-se as seguintes freqllencias genotipicas:
n,= 72, n,=26, ny= 7 e n,= 10/7. Com esta amostra encon-

tramos

ROl = 2,3029
o que favorece a hipotese de equilibrio. Assim, caso,
decidamos que o teste deve minimizar a+B, o equilibrio

nao deve ser rejeitado.

Com este exemplo fica transparente as dificul-
dades de utilizacao de nossa metodologia, caso nao se te
nha a disposicao um computador de grande porte. Contudo,
metodos de aproximag6es podem ser desenvolvidos com o

objetivo de viabilizar o uso de pequenas calculadoras nos
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calculos descritos.

Na proxima secao o teste da secao 2 & compara-

do com o teste padrao do qui-quadrado.

5 - COMPARACAO DOS TESTES DE BAYES E QUI-QUADRADO:

SISTEMA AUTOSSOMICO, MONOGENICO E DIALELICO.

0 objetivo desta secgao e avaliar a perfor-
mance do teste de Bayes em relacao ao teste do qui - qua-
drado. Evidentemente, devemos caracterizar as condi-
coes de comparacao entre os dois testes. Consideramos
aqui apenas o sistema autossomico, monogenico e dialeli-

co.

Ao efetuar um teste de hipotese, o estatistico
indica a decisao a ser tomada e apresenta os valores dos
erros de la. e 2a. especies. Evidentemente esses valo-
res sao calculados com base em suposicoes e afirmacoes
teoricas usadas na construcao do teste. Contudo, os va-
lTores dos erros que efetivamente sao cometidos, podem
ser diferentes daqueles que sao informados pelos estatis
ticos. Os valores dos erros efetivamente cometidos sao

definidos como:

Definicao 6

Suponha que um teste & fosse aplicado um gran-
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de nlmero de vezes.

a) a*(8) € a proporgao esperada de vezes que rejeita

riamos H, quando H, e verdadeira.

b) B*(8) € a proporcao esperada de vezes que aceita-

riamos H, quando H e falsa.

Note que a(8) e B(&8) sao as probabilidades dos erros,
informado pelo estatistico com base em seus calculos. A
comparacao que sera feita aqui, e baseada na seguinte de

finicao:

Definicao 7

Um teste &, e considerado superior ao teste ¢,

se as duas condigoes abaixo sao satisfeitas.

1) a* (8, )+kB*(8,)2 a*(8,)+kp*(5,)

P1) Joa(s,)-a*(8,)] < [ a(8,)-a*(s,)] e
|B(8,)-B*(8,)] < [B(S,)-B*(5,)]

0 valor de k depende da relacao de importancia
entre os dois tipos de erro e assim depende do problema
de aplicacao que se esta resolvendo. O criterio (i) es-
ta na mesma direcao do teorema la do capitulo I. 0 cri-
terio (ii) indica o melhor teste como aquele cujos valo-
res dos erros efetivos estao mais proximos dos valores

calculados pelo estatistico. Isto e, o melhor teste e
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aquele que além de errar menos € o que menos "mente".

Para confrontar o teste da secao 2 com o teste
qui-quadrado, considerou-se k=1 (erros igualmente impor-
tantes) e o tamanho de amostra razoavelmente grande, n =
= 50. Com westes valores, o teste de Bayes produz a ta-
bela 9 que informa para cada amostra possivel a decisao
a ser tomada. Os valores calculados para os erros do
teste de Bayes sao a= 0,085 e B = 0,275. Com este valor
de a, construimos a tabela 24 que informa, para cada pon
to amostral, se a hipotese de equilibrio, Hy s e rejeita~
da (F) ou aceita (T) pelo teste do qui-quadrado com ni-

vel de significancia o = 0,085,

Acreditamos assim, que os testes sao construi-
dos sob as mesmas condicoes e assim a comparacao e plau-
sivel.

No espaco parametrico ' (veja figura 8), con-
siderou-se o conjunto dos pontos, E, formados pelos en-

contros das linhas p, =1 e p, =

onde i,j = 0;0,1;0,2:...5 0,9;1, excluindo~se aqueles
que estariam na corda de equilibrio. Para cada um dos

pontos de E , foram geradas 200 amostras de tamanho 50 e

registrou-se o numero e, de amostras que aceitariam equi

Tibrio com o teste qui-quadrado e o numero e, de amos-

tras que aceitariam o equilibrio com o teste de Bayes.

Com a soma dos e calcula-se a proporcao das amostras

D2
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que levam a aceitacao de H,. Esta proporgao e a estima-
tiva, B*,do erro efetivo p* do teste qui-quadrado. Com a

soma dos e, calcula-se a proporgao das amostras que le-

vam a aceitagcao de H,. Este e a estimativa do erro efe-
tivo B* do teste de Bayes. Estas estimativas estao na
tabela 25.

Na corda gy (figura 8) considerou-se os 11
pontos obtidos com p;=0; 0,1;0,2; ...; 0,9;1. Da mesma
forma, para cada um desses pontos foram geradas 200 amos
tras de tamanho 50 e registrou-se o numero él de amos-
tras que rejeitariam equilibrio pelo teste qui-quadrado

e 0 numero e, pelo teste de Bayes. Com a soma dos e, e

1 1

com a soma dos e, obtem-se respectivamente as estimati-
vas do erro efetivo a* do teste qui-quadrado e do teste

de Bayes. 0s resultados estao na tabela 25.

TABELA 25
EFETIVO( SIMULADO) TEORICO(CALCULADO)
a* g* TOTAL o B TOTAL
BAYES 0,1005 | 0,3175 0,4180 0,085 0,275 | 0,360
X? 0,2191 | 0,3292 0,5483 0,085 * —

* Valor desconhecido

Os valores apresentados na tabela 25 sugerem

uma superioridade do teste de Bayes em relagao ao teste
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qui-quadrado pois o criterio (i) da definicao 7 € satis-
feito em favor do teste de Bayes. A falta do valor de
B para o teste de qui-quadrado prejudica um pouco a ana-
lTise do criterio (ii). Contudo, com apenas o valor de
a, concluimos a superioridade do teste de Bayes visto
que a distancia entre a e a* @ muito menor para este tes
te. Ha que se ressaltar, no entanto, o fato de o teste
qui-quadrado estar sendo aplicado mesmo em amostra com
pequenas freqlUencias esperadas. Para que um julgamento

Justo possa ser feito, necessitamos incluir em nossas
simulacoes um dos testes exatos descritos na Tliteratura
para pequenas amostras. A nossa decisao de considerar
apenas o teste qui-quadrado foi devido ao uso indiscrimi
nado deste teste por uma parcela relevante da nossa comu

nidade de usuarios.
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