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1 - INTRODUCAOD

Pste trabalho decorreu da necessidade de se resolver
um problema concreto que surgiu no decorrer de analises dos resulta-
dos experimentais, obtidos no Laboratorio de Genética de Populagoes
do Prof. Dr. Luiz Edmundo Magalhdes, no Departamento de Genetica do

Instituto de Biociéncias, da Universidade de 230 Paulo.

Em geral, os trabalhos experimentais de Genética de

Populacdes sao realizados tendo-se em vista um modélo matemdtico que

serve para o calculo de estimativas.

0 problema em causa no momento e o dos efeitos dos cru

zamentos preferen01als na dinamica dos fatores apneticos envolvidos

no comnortamentc prefercencial. J3 existem diversos modelos imagina-

dos para essa situacdo entre os quals 0S de Karlin, 1968. Esses mode

los sao genéricos, isto &, tratam da consequencia do efeito preferen

-
nfarmar o

cial na dinamica do gene, e, por isso, nem sempre contem i

para a estimativa da preferencia nas condicles ziperuentals com UM

organismo particular, que, ovige também condigoes experimentais par-

ticulares.

ra estimar a preferencia sexual, em
essidade da presente inves-

Foi exatamente, Da
dado tipo de experiéncia que surgiu a nec

tigacao.

A orientacao tedrica deste trabalho, coube aos proles-

sores Harold J. Larson (!) e Carlos Alberto Partoca NDantas (2), a

quem agradecemns a anlahou: To recebida.
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IT < 0 PROBLEMA GENETICO

Vamos supor que uma femea do tipo A esta em presenca
de dois machos,um do tipo A e outro do tipo B. Vamos definir o valor
preferencial da fémea pelo macho do tipo A,ao valor da probabilidade
de haver cruzamento do tipo (AxA) e pelo macho B,ao valor da probabi
lidade do cruzamento do tipo (AxB). Supondo que haveri sempre cruza-
mento,vames representar a primeira probabilidade por g entao,a segun
da serd l-g. Se g = 1-g = 0,5,dizemos que n3o existe preferencia. Se
g < l-g dizemos que existe preferencia negativa e se g > l-g existe
preferéncia positiva. 0 organismo de interésse é a Droséphila Melano
gaster,

Em nosso trabalho,vamos estudar a femea selvagem Hete-
rozigota (e+) em presenca dos machos: selvagem heterozigoto (e+) e
ébony (ee). Entdo,os tipos de cruzamentos possiveis sdo:

I - (e+)x(e+) e II - (et)x(ee)
) o™ ? or

A hipotese que o Prof. Edmundo levantou,foi de que,nég
tes tipes de cruzamentos,existe preferencia positiva,ou seja,a proba
bilidade de cruzamento ser do tipo I € maior que a de ser do tipo II.

Pelas Leis geneticas sabemos que:

i) 0 cruzamento do tipo I produz descendentes nas seguintes
proporgoes :
a) ébony (ee) na proporcido de 1/u;
b) selvagem na proporgao de 3/4,dos quais temos 1/ de
homozigotos (++) e 1/2 de heterozigotos (e+).

ii) O cruzamento do tipo II produz descendentes da seguinte ma
neira:
a) ébony (ee) na proporcdo de 1/2;
b) selvagem na proporcao de 1/2,
iii) Os descendentes de um cruzamento,sdo produzidos independen

temente. Entao,se temos n descendentes em um cruzamento, o
numero de selvagens,X,é uma variavel aleatdria binomial.Se
for do tipo I,temos uma binomial com parametros ne 3/4 e
se for do tipo II,temos n e 1/2 como parametros.

0 nosso experimento foi construido da seguinte forma:
dentro de uma caixa de populacdo,foram colocadas N féemeas (e+), N ma
chos (e+) e N machos (ee) e ai permaneceram durante 3 (trés) horas.
Este e o tempo estipulado em experiéncias dessa natureza,dando opor-

tunidade para todas as femeas cruzarem. E importante acrescentar,que
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uma femea nde cruza mais de uma vez antes de por os ovos. Mas, o ma-
cho pede cruzar mais de uma vez,sendo que o tempo estipulado diminui
bastante esta possibilidade.A relagdo de 2N machos para N femeas foi
fixada,exatamente,para haver maior concorreéncia entre os machos e as
sim,diminuir a probabilidade de um macho cruzar mais de uma vez. Mes
mo assim,n8o podemos garantir que houve no maximo um cruzamento por
macho. Pretendemos,em estudos posteriores,verificar qual a relacao é
tima entre o niumero de femeas e de machos.

Se considerarmos um nimero N,bem grande,e razoavel ad-
mitir que os cruzamentos sdo assintoticamente independentes. Entao
nestas condiedes, teremos u'a amostra aleatoria simples de N cruza-
mentos. A imposicdo de tomarmos um N grande vem do fato de que se N
for pequeno,as probabilidades em cada cruzamento serao,significante-
mente ,diferentes., Por exemplo,consideremos N = 2,0 que implica em 2
femeas (e+),2 machos (e+) e 2 machos (ee): Neste caso,se nao existe
preferéencia,a probabilidade de um primeiro cruzamente ser do tipo I
é 1/2,mas,a probabilidade do segundo ser do tipo I,dado que o outro
foi do tipo I,e 1/3.

f claro que se a amostra é grande,torna-se impossivel

a um observador contar,diretamente,o nimero de cruzamentos do tipo I
e do tipo II nos N cruzamentos. Entao,o primeiro problema que surge

é o da classificacdo de uma femea,como tendo sido cruzada com um de-~
terminado tipo de macho. Mas,dado um cruzamento com n descendentes,

conhecemos a distribuicdo da variavel X (nimero de descendentes sel-
vagens) ,nos dois tipos de cruzamentos. Entdo,podemos utilizar a teo-
ria da elassificacgao.

0 segundo problema que vamos enfrentar, e o de en- .
contrar um estimador do parametro g (que & a probabilidade a prio-
ri do problema da classificaci@o),utilizando as observagbes classifi-

cadas.

Nos dois capitulos que seguem, fizemos uma generaliza-
cdo tedrica,utilizando algumas particularizacoes do problema e em se
guida fizemos a aplicacdao ao nosso problema.



111 - 0 PROBLEMA DA CLASSIFICACAO

Seja X uma varidvel aleatoria definida em duas popula
coes, m, e m, ,com densidades f,(x) e f,(x),respectivamente. Conside
remos uma observagdo x de X. O nosso problema & classificar essa ob-

- . » -
servagao como sendo proveniente de w, ou = Nestas condigoes, a va-

ridvel X serd denominada: variavel d; cﬂaaiiﬂicac&o.

Vamos supor que existe um conjunto S tal que,se x€S en
tao, fl(x) »0e f,(x) >0 e se xﬁS,entﬁo,fl(x) =0ef,(x) =0 &
que equivale a dizer que fl(x) > 0 2 fz(X) > 0 e entdo S € o conjun-
to seguinte:

§ : {x/f (x) » 0 e £,(x)> 0}
cujo complementar é&:
S : {x/fl(x) = fz(X) = 0}

Vamos considerar:
1) 0 espaco das agoes A : {a,, a,} onde:

a1 : classificar a observagao x como proveniente de LI

a2 : classificar a observacao x como proveniente de LS
2) 0 espacgo dos estados da natureza 0 (91’92) onde:

6, : a observagdo x é proveniente de "

62 : a observagdo x € proveniente de L

3) A funcao de penrda L(ai,aj),que ¢ a perda de classificarmos x como

proveniente de w, dado que o estado da natureza & ej. No caso par

i
ticular do nosso problema é razoavel admitirmos a fungdo:
[0 se i =3

(111-1) Lla,, 6,) =
C se 1 # 3

3

onde i,j = 1,2 e C € uma constante positiva.
Representando em quadro, teremos:

I 2 %

) 0 C

' C 0
%

Uma guncao de deecisdo estara determinada por uma parti

cao (S,, 8,) do conjunto S e uma correspondeéncia do tipo:
a, se x € Sl
(111-2) d(x) =
a, se x € S2



Supondo que a observacao e de m,, temos:

a) Probabilidade de tomarmos a acao a, dado que o estado da na-

1
tureza e 6,, que sera representada por:

Pr{allel] = fslfl(x)dx =D

b) Da mesma maneira se tomarmos a agcao a,, vem:

2
Pr{a,/6,} = fszfl(x)dx = 1-p

0 valor dessa probabilidade & denominado erro de Ta.es
pecie.
Supondo que a observacgao e de LI temos:

a) Probabilidade de tomarmos a acao a, dado que o estado da na-

2

- -
tureza e 6 que sera representada por:

23
Pr{azlez} = fszfz(x)dx = 1-q

b) Da mesma maneira se tomarmos a acao a, , Vem:

i
Pr{a,/6,} = fslfz(x)dx =

0 valor dessa probabilidade & denominado 2rro de %a.es
peecde.
Dada a funcdo de perda (II1I-1) e a fungdo de decisao

(I11-2) podemos escrever:
LCa; 68) = L(d(X); 8)
s 2 uma variavel aleatoria.
Podemos, entdo, definir a fun¢do de riseo, como:

r(ei; d) = E{L(d(X); 8,)} i=1, 2

i
que representa a perda esperada quando o estado da natureza e e En

t3ao, a funcdo de risco sera:
Op + C(l-p)
Cp + 0(1-q)

C(1-p) se 1 =1

(I11-3) r(ei; d) =

Cq se i = 2

Se o estado da natureza € uma variavel aleatoria,vamos

representar sua distribuicdo (também chamada distribuicado a priori)

por: g se i =1
(1711-4] Pr(ei) =
l-g se 1 = 2

onde , Pr(ei) = probabilidade do estado da natureza ser ei.
Considerando que 6 & uma variavel aleatéria com distri
buicdo (111-4), ent3o, r(e,d) passa a ser,também,uma varidvel aleato



ria e a funcao de Bayes para o problema, sera:
(111-5} g(d) = E{r(6,d)} = gC(l-p) + (1-g)Cq

que representa o risco medio.

Somando e subtraindo, em (I71-5), (1-g)(1l-q), temos:
(111-6) B(d)=gC(l-p)-(l—g)C(l—q)+(l-g)C=fSC{gfl(x)-(l-g)f2(x)}dx+(l—g)
2

A particdo de Bayes sera entdo, B(S) = (§,, S,), onde

fl(x)

S+ {x/—— > K)
fz(x)

{111-7)

£,(x 1-

S :{x/—— < K} sendo K = =k

2 fz(x) g

- Ead . .
Vamos agora Aemonsirar um teorema que sera util,posteriormente.
< +

TEOREMA I - Dada a fungdo de decisao (I1I-2], cuja particao de S &

i e AT S A b

(Sl, Sz)’ onde:
fl(x)
S, t{x/ i > K} ,
“ fz(x)
£, K]
Szz{x/——————— < K} e
fz(x)
S:i{x/f (x)>0, £f,(x)>0} cujo complementar e §:{x/f1(x) = fz(x) = 0}.
Ent3o, p = q se e somente se p = 1 ou p = 0.
PROVA
a) Se p = 1 temos, fo f (x)dx = 1.
“1
Se f£,(x) & uma fungdo de densidade.entao, [¢ £,(x)ax = 1}

pois, se x ¢ 8§ » f (x) = 0.Logo, fS f(x)dx = 1+ £ (x)=0
1

qualquer que seja x € S,. Entao, S = S, es5, = ¢. Temos ,en-

tao, q = ]S fz(x)dx = fS f,(x)dx = 1, logo, P = q.
1
Da mesma forma provariamos que: se p = 0 + q = 0, pois. nes

te caso S1 = ¢ e 82 = S,

7 facil ver também,que se DA0 » q#0 e se ptl » q#l.

b) Vamos supor por absurdo que p = q onde, p # 1 e p £ 0,

Se p=q - fslfl(x)dx - fSIfz(x)dx = 0+:Sl(fz(x)-f2(x)}dx =0



Como em S, , f,(x) > £,(x)K

+ 0 = ]SI{fl(x) - £,(x)}dx > (K—l)fslfz(x)dx = (K-1)q
entdo (K-1)q < 0. Como estamos supondo p # 0, vem K < 1,
pois, p # 0 + q £ 0.

Além disso p=q + (1l-p) (1-q) =~ ]S f£,(x)dx - ]S £, (x)dx=0
2 2

& fsz{fz(x) - £,(x)}dx = 0. Como em S, fl(x) < Kfz(x) vem:

0 = fg (£,(0)- £,60Ydx > (1K) fg £, dx = (1K) (1-q)

entdo, (1-K)(1-q) < 0, Como q # 0 e q # 1,vem K > 1, o que
& um absurdo,pois, tinhamos encontrado K < 1. Entao p # q
cuando p # 1 e p # 0.

Corolario

Se ptl e p# 0, entdaop > q.

Prova = Vamos provar por absurdo. Motando, neste caso, cue p # q,
supoenhamos por absurdo que p < Q.
p <q f81f1(X)dx - [Slfz(x)dx <0 =+ fsl{fl(x)-fz(x)}dx < 0, mas,em

5, temos, f,(x) > Kf,(x),entdo 0>f81{f1(x)- £, (x)}dx>(K-1)]¢ £, (¥)ax

1
= (K-1)q. Logo, (K-1)q < 0 e como q > 0, temos K < 1.

Além disso, se p < q temos (1-p) > (l-q) entao vem:

fszfl(x)dx > fszfz(x)dx > Isz{fl(x) - £,(x)}dx > 0.
Como em S, , £,(x) < Kfz(x), entao:

(K-l)fszfz(x)dx > fsz{fl(x) - £,(x)}dx > 0

entio, (K-1)(1-q) > 0 e como (1l-q) > 0, temos K > 1, o aue & um ab-
surdo, pois, tinhamos encontrado que K < 1. Entao, concluimos que

p>qaquando p # 0 e p # 1, pois, demonstramos que p # q.



IV - ESTIMACAO DE g

Suponhamos, agora, que temos uma amostra aleatoria simples de
tamanho N da variavel de classificacdo X, especificada no capitulo
III, e queremos estimar a probabilidade a priori, g, dada por (I1I-
4). Como nao conhecemos o valor g, nao conhecemos também, o valor de

K = (1-g)/g, que caracteriza a particdo de Bayes (ITI-7]).

Vamos, entao, fixar o erro de la. especie, (1-p), o que implica
em fixar p. Utilizando a particao (S,, §,) do conjunto S especifica-
Ao em III, onde:

fl(x) £,(x)
S :{x/—— > K} e S, :{x/————— < K} ,
: £ ()" 2 £,(x)
podemos encontrar o valor de K fixando p. Ao encontrarmos o valor de
K, estamos caracterizando uma particao do conjunto S e, consequente=-
mente, a funcdo de decisdo, d(x), dada por (IT11-2). E claro, entao,
que podemos calcular o erro de 2a. espécie, q, pois,a partigao assim
estd fixada. Este procedimento equivale a construcao de um teste da
razido de verossimilhanca com alternativa simples para uma amostra de
tamanho 1 (um).

Se temos uma amostra aleatoria simples de tamanho N de X, pode-

mos supor que *tcics N repcetigles de uma variavel de Pernoulli, W*,

com probabilidade g, ou seja:

(02

1 se a observacdo x de X e proveniente de m,
WE = |

0 se a observacao x de X € proveniente de T,

onde, Pr{W# 1} = Pr{e,} = g.

Se a variavel Z, representa o numero de observacoes da popula-

cdo m. nas N repeticdes, temos que Z tem distribuicdo binomial com

1
parametro N e g, ou seja:

R
(1V-1) Pr{Z = z} = [zjgz(lng)N-z

Vamos, agora, considerar a variavel V, onde:

1 se classificarmos a observagao x de X em m,
V =
0 se classificarmos a observacao x de X em w,

Temos, entao, as condicionadas:



V/e

{l com probabilidade p

0 com probabilidade 1-p

V/e2

1 com probabilidade q
0 com probabilidade 1l-q

Consideremos a variavel Y, que representa o numero de observa-

coes de X classificadas em w_, dentro de N.

1
A distribuicdo condicionada de Y/Z & dada por:

(1V-2) Pr{Y = y/Z = z} = jzo[g]pj(l—p)z—j[g:;]qy-j(l-q)(N-z)-(y—j)

Podemos encontrar,entic,através do produto de (¥V-1) por (IV-2)
a distribuicdo conjunta de Y e Z, ou seja:

Pr{Y =y, Z = z} = Pr{Z = z}Pr{Y = y/Z = 2z}

= temos a marginal de Y:

' N
(IV-3) Pr{Y =y} = J Pr{Z =2 ;Y =y} =
N 4
= ) 2 gz(l-g)N-z E g pj(l-p)z_J N:? qy-j(l-q)(N-z)-(y-j)
z=0 j=o (] A

Apos ter efetuado tddas as transformacdes algébricas, necessa-

rias (vide apendice), vamos encontrar:

(TVU-4) Pr{Y = y} = [gl{g(p-q) + q} {1-g(p=-q) = q}N-y

que nada mais € que, uma binomial com parametros N e {g(p-q) + q}.Po
demos verificar, também, que g(p-q)+q = gp+(l-g)q € a probabilidade
de classificarmos uma observacao em m,» Ou seja:

Pr(V = 1) = gp + (1-g)q

Vamos encontrar,agora o estimador de maxima verossimilhanca de
g. Para isso,vamos considerar,que temos uma amostra aleatoria sim-
ples de tamanho N,da variavel V. Entdo,a funcdo de verossimilhanca

sera:
(1V-5) Lg) = {glp-q) + g {1 - g(P-q) - 7Y
Tomando o logaritimo neperiano em (IV-5). temos:

lg L(g) =y 1lg{g(p-q) + q} + (N-y)1g{l-g(p-q) - q}

Para encontrar o maximo de L(g), vamos derivar lgL(g) em rela-

cao a g e igualar a zero, isto e:



dlgL(g)
& - T P-ql¥q~ = (N--y)-r—g;?~ =
-g p_q _q -

teremos, ent3do:

| Y = Nig(p-q SN
logo, teremos a estimativa g% de g:

poils, sabemos que (p-q) > g ( - ] |
. 1 Ver corolario), Ent3o { 1
ximo verossimilhanga de g e: © estimador de m?'

(1V-7) g = (Y/N - q} 1/(p-q)
Pelas pronriedades da binomial, sabemos que:

E{Y}

Nig(p-q) + q} e 1

VIY} = N{g(p-q) + qQH1-g(p-q) - q) |

-

onde, E{Y} & a média de Y e V{Y} é a variincia de Y. Podemos,entio,!
calcular a média e g variancia do estimador g, que s3o respectivamer
te: 1

(IV-8) E(8} = (E(Y}/N - 9) 1/(p-q) = {g(p-q) + q - q} 1/(p-q) = g f

(IV-9) V{§} = (V(Y}/N2)1/(p-q)2? = —{&(p-a)iel (1-g(p=q) - g}
pP=q

Verificamos, entio, que § & um estimador n3o viciado de g. [

Por definigdo, sabemos que 0 < g < 1, entdo, s6 tem sentido uti

lizarmos § quando 0 < g% < 1 ou seja, quando q < Y/N < p onde, g# e

cado em {IV-4}. Podemos verificar que: T
[ |

a) Se y < Nq temos que o numero de classificados em ™, € menor

que o nimero esperado de classificacSes erradas em Ty

numero de classificados em *, € maior |

i

b) Se y > Np temos que o ::
de classificagCes certas em . ;
|

qQue o nimero esperado

.. ; 3 gh=
No primeiro caso o valor estimado de g sera g*=0 e no segundo

Caso sera g2=1, |
O problema maior que surge, quando da utilizac3o do estimador
dado por (IV-7), & a escolha do valor de p. Para cada valor fixado

] |
1 9

9@ p, vamos encontrar um estimador ciferente, e por conseguinte, es=3
«-lvee Ajf-_cices. Entdo, na verdade, o que encontramos fol uma

|
i
i - interessados, em apenas, um es
classe de estimadores g. Mas, estamos int > ]
i

s - - u a
timador de g. 0 mais razoavel seria encontrar o valor p tal o4
e - e : &, encontrar a particao oq
Varianei 1 se minima, 1isto e, S
nfla Jo o e 3 timador com minima variancia, den|
2 fungdo de decisio que nos da o es i
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para isso seria !\lCQSSd!‘lO encon

isto & g funcao q(p) Assim, o proble-

» Pols, para cada par de funcdes {f (x),f, (x))
teriamos uma particular a(o), 2

]
tre a classe de estimadores g, Mas,
- . "
trar a funcao que liga p e q,
ma se torna bem difieil

Para resolver este problema. vamos utilizar uma solucao anroxi-

mada. Isto e, encontrar uma funcdo de decisio que nos dé um estima-
dor, dentre a classe de estimadores 7, com varianeia proxima da mini
ma. fAnalizemos, entdo, a funcde (IV-9§: g

Hotemos que o numerador de v{ig}, no maximo, assume o valor /4,
pois, temos {g(p=-q)+q}{l-g(p-q)- q}. Entdo:

(1V-10) V{g} < 1/uN(p-q)?

Se o tamarho da amostra, N, for um numero bem grande e se tomar
mos o maximo valor de p-q, poderemos garantir que 1/4N(p-q)? sera um
nimero razoavelmente pequenc. I'nt3o, se fixamos p de tal forma que
p-q seja maximo, o estimador g tera uma variancia pequena. lembrando
(IV-10). Sendo que ao tomarmos o estimador 7 onde p-q & maximo, supo
mos intuitivamente que estamos utilizando um estimador, dentro da
classe de cstimadores §, que possui a menor variancia. Fsta nossa su

posicao vem do fato de aue auando trabalhavamos com © No8so exemplo

. = . : ari 's ¢ ao calcu-
de aplicacao, calculamos as estimativas para varios p's ¢ ao ca

i anci i Fi lor foi cncontrado
larmos as variancias, verificamos que o menor va

i &, .
guando p-q era maximo.

TEOREMA 2

1) A varidvel de classificagdo X, nas condigoes

Consideremos:
Consideremos S tal que, Se X€8+f (x) > 0

do capitulo III, onde existe un conjunto

e £,(x) > 0 e se x€S+f, (x) = £, (x) = 0;

2) Uma nartloao (Sy» S,) de S onde:

L /
e SgREE —f—m‘
vy 2
Nestas condicdes, se K = 1, entdo, p=d © max1imo.
PROVA
Seja a particdo (8%, S3)» gnde:
y | £,(ae) 12
B0 e e spitakiepny

5{: (x/ g 2




e representemos:

P* = [gaf (x)dx e
1

a) Se K < 1, temos aue S? estd contido em S
Entao, :

P f'S £ (x)dx = p* + £ (x)d
p 1 !SI—S§ 1 .

O
H

fslfz(x)dx q* + fsl_sffz(x)dx

o cue innlica er:

(1V-11) p-q = p¥-q¥* - }SI_S?{fz(x) - £,(x)}dx
£,(x)

Notemos, aue S - S? é o conjunto {x/K 5-'?;T§7- < 1} entao,

1

f,{x) < f,(x) néste conjunto. Logo, admitindo que S,

A, (x) - £,(x)}dx > O
fsl-s? 2 1

Ent3o, verificando {IV-17), temos:
p-q-<p*-fq* se S!-S’f
- Q%
“

p-q= p* - q* se S1

b) Se X > 1, temos que S, estd contido em S3

Entao,
P ;IIS £,(x) dx = pE - fs*_slfl(x
1
1
. = g% - f,(x
q = fsifz(X) dx q IS’;‘-SI 2
© aue implica em:
- f.(x) - £
(1v-12) p - g =p*-a IS?_SI( y 7
- £,(x)
; - - . t 1 <
Notemos que 5% ~ 5y SHSRCEIESS (x/1 £ —F,Tx)
escrever: st - 8, = {A ou B} onde:
1
£.£x)
1 = e
A:{XW—f;rgy— 1}
£.(x)

1
B:{x/1 <1 4

a* = [ouf, (x)dx,
1 pa

e 82 estd contido em S*
: . 2

e

- S%* # ¢, temos,

I
L9 e 'y
|4

- ¢ 1 4
=
. .

s* ¢ S% estd contido em S,

14 ]
1=

)dx e

Ydx

(x)}dx é

< K} e podemos
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Entao, vamos escrever (IV-12) da seguinte forma:
- - & - P! - ( e - -
P - aq P q*® fA{fl(x) £,(x)} fB{fl(x) fz(x)}dx
mas , fA{fl(x) - £,(x)}dx =.0 pois, em A £ (x) = fz(x)5 entdo ,podemos
escrever:
(1V-13) " p-q = Dp* - g% - fB{fl(x) = £ (x)}dx

Se o conjunto B # ¢,Aent50, como em B f,(x) > f,(x), vem:

fB{fl(x) - fz(x)}dx > 0
Logo, verificanddv(IV—IB), temos :
P - q < p% - g% se Bf ¢ e
P - q = p¥ - gt se B = ¢
Através de a) e b), podemos verificar que p-q assume, no maximo

© valor p*-g¥*. Como p*-q* & o valor de p=q auando K = 1, podemos con
cluir que: Se K = 1 entdo, p-q & maximo.

A Em alguns casos particulares, p-q sera miaximo se e somente se
K = 1. Por exemplo, no caso em que Pr{fl(x)/fz(x) = ¢} = 0, ondey ¢
e una constante qualouer,

Apds todos &sse comentarios, verificamos que um bom estimador
de g, é:

(TV-14) .“ g = {Y/N-q}1/p=-q) onde,
p = fS £, (x)dx, q = IS £, (x)ax,
1 1
_ f (x) fl(x)
Sl:{x/——i———— > 1} e S,:{x/ < 1}

£,(x) ’ £, (x)
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APLICACAO AQ PROBLEMA GENETICO

. -
Como vimos no capltulo II, o t
5 amanho de nossa : e
sa amostira,e exatamen

€ como todas as féemeas o
mero de fereas. C tamanho da amostra foi

te, O numero N de cruzamentos - 0
ruzam, N e o nu
= e
: n rixado em N = 250,foram per- !
didas 18 fermeas e, entao, ficamos reduzidos a uma amostra de N = 232

femeas .

A variavel de classificacao X, observada em cada cruzamento, foi

o numero de descendentes selvagens, que @ uma variavel binomial.

Vames considerar, que do i-eésimo cruzamento,presul+aram n. descen | |
dentes dos quais X; eram selvagens. Ent3o, queremos, atraves da obser §

vacao X classificar este cruzamento como sendo do tipo I (populagdo

i)
nl) ou do tipo II (populacao "2)' Podemos verificar que X, assume va-

lores de zero a n com probehbilidade positiva, em qualouer dos cois

i, -
tipos de cruzamentos. Entdo,podemos dizer aue {x/x€{0,n }} e o conjun

to S especificado no capitulo III.

Tabemos aue:

a) Se o cruzamento e do tipo I (estado da natureza 61),

n X n -xi |
3 -1 Loy 1 |
Pr{X = xi} = [xi](3/4) ( |

~

- ” da natureza 0 ):
b) Se o cruzamento é do tipo II (estado 2

s N
Pr{X = x;} = Xy

i i . - : nto. serﬁ:
A marticao (St,sg) do i-"esimo cruzame
(3/4) “(1/W) > K}
ny 2
(1/2)

n,-x

X T
1 (3/w) QA3 — <X}
Szz{xi/———- n,

(1/2)

P
mo de
ega D 1ogarlt1 e
- s tomando=s
Fazendo-ge as transformacoes necessarias ©

ci !
lhal, vamos encontrar:

0.631)n,}
1 jog K + (0, i
Sl-{xi/xi i g

0,631)n,}
si:{xilxi < dog, Bt 0 3 ol A
2

.




Notemos que os

gens. X, dentre os n. _
= Scentes das N = 232

0. A variivel de classific
distribuicdes:

femeas foli de 40 (quarenta), fixamos p

-
-

It

cao X, tera, desta maneira, as sepuintes

a) Se o cruzamento for do tino I, temos:

RPN - TR——— Y

PolX el [ 4 ](3/14)"(1/4)““'x

b) Se o cruzamento for do tipc 1T, temos: |

Pr{X = x} = ( "‘g J(1/2)“°

Logo, temos agora, uma particdo (81582) de S para um cruzamento qual-
quer, dentre os N, onde:

X 40-x |
S, ¢t/ B/DEALY) i 1
(1/2) 1
X 40-x { &
: (3/4)7 (1/4) < K} e S:{x/x€(0,40)} ;
S,:{x/ 70
(1/2) |

Da mesma forma cue fizemos em (V-1), temos que:
Sl:{X/x > log K + (0,631)40}

Szz{x/x < log K + (0,631)40}
¥ fivadn. deverd
No capitulo anterior verificamos que © valor de
. Pelo teorema 2.
(sl, Sz)’ onde:

2 sabemos que S€ f-—
Se€r um valor que torne p-g mMaximo.

P=q & maximo. Ent3o, a partigao fixada sera
S :{x/x > 25,24}
1

S :1f{x/x < 25,24}
2

"

POis, 10g 1l a,

AT~ 184

Como X & binomial, temos -

0
40 fyo (3/4)"(1/1&)4
L | x
x=26' .
&g {uo](l/z)bo ;
x=26" X

Nal
n
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A funcao de decisdo fixada sera, desta meneira, a seguinte:

Suponhamos que em um determinado cruzamento encontramos, X selvagens
dentre os 40 primeiros descendentes. Se x > 25,24 ,classificamos o cru
zamento como sendo do tipo I, se x < 25,24 classificamos o cruzamento

como sendo do tipo II..

Como x é uma variavel binomial, com parametros 40 e 3/4 ou 1/2,
podemos utilizar a aproximacdo da binomial para a normal (Ver Feller,

1968), para os calculos de p e gq. Logo, vem:

a) Se o cruzamento é do tipo I, ‘temos:
X ~ N(30; 7,5) que equivale a z = (X=30)/V7,5 ~ N(0,1)
entao,

b) Se o cruzamento & do tipo II, temos:
X ~ N(20; 10) que equivale a z = (X-20)/v/10 ~ N(0,1)

entao,
a v [55 04 £,000x = [T (0 #(2)dz = 0,04846

onde, ¢(+) representa a densidade da normal padrdo e f (-) e £f,6°) re
presentam as densidades quando os cruzamentos sao do tipo I e do tipo

IT, respectivamente.,
0 valor maximo de p-q sera, deste modot
p-q = 0,95907 - 0,048u46 = 0.91061

Na tabela II, vamos encontrar os resultados com apenas os 40 pri
meiros descendentes de cada cruzamento e podemos verificar que o va-
lor y assumido pela variavel Y, que representa o nimero de classifics
dos como cruzamentos do tipo I, foi de y = 140. A estimativa de g, u-

tilizando o estimador (TV-14), sera:
g® = {1u0/232 - 0,04846}1/0,91061 = 0,60947

Sabemos que a variavel Y, tem distribuicao binomial (IV-4) com
parametros N = 232 e g(p-q) + q = g(0,91061) + 0,04846. Se fizermos

aproximacao da binomial para a normal, temos que:

Y ~ N(pu302) onde, wu 232{g(0,91061) + 0,048u6} e

"

02 = pu{1l-g(0,91061) - 0,0L48L6}
Como g & combinacdao linear de Y, vem:

g ~ N(E{g}; vigh)
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Mas, por (IV-8) e (IV-9) podemos escrevep:

g~ N(g; Vig)) onde,

v(g) = {8{p=q)+q}{1-g(p-q)=q} g(0,004275)~g2(0,004310)+ 0.0002L0
N(p-g)?2 i
Se quizermos, agora, testar a hipdtese da nio existencia de pre-
feréncia, contra a alternativa, da existencia de preferencia positiva
basta tomar:

H {g=0,5 e Hy + g » 0,5

Se H_ € verdadeira, temos:

‘g ~ N(0,5 ; 0,0013)

A um nivel de significancia, &, a regido critica sera:
Ca:{g*/g* > 0,5 + za/0,0013}

Se fixarmos a = 0,05, vamos encontrar 2z, = 1,64. Logo, a regido criti

ca do teste, com nivel de significancia de 5%, sera:
Co’05 :{g*/g* > 0,55904}

Como o valor observado g* de g, foi g* = 0,60947, rejeitamos Ho,pois,

g* € C0’05¢

A conclusdo a que chegamos, através do teste estatistico, & que
existe preferencia positiva da fémea (heterozigota) selvagem,ou sejay,
a femea (heterozigota) selvagem, tem preferéncia do cruzamento pelo
macho (heterozigoto) selvagem,

0 valor estimado da preferencia & g* = 0,60947, Para a constru-
cdo de um intervalo de confianca de g, vamos sunor vilida a aproxima-
cao:

V{§}=g(0,004275)-g2(0,00431)+ 0,00024 ~ g*(0,004275)-g*2(0,00431)+
+ 0,00024 = 0,001244

Fixado um coeficiente de cohfiénga de 80%, temos o intervalo de
confianga: g € {g*-1,6u YVIgY ; g¥*+1,6U /VigF} com 30% de confianca.

Valendo a aproximacdo V{g} ~ 0,001244, temos g € {0,55163; 0,66731)
com 30% de confianca.



Vi-0 ESTIMADOR DE g OUANDO 0S ERROS SAO DIFERENTES EM CADA UNIDADE
AMOSTRAL

Considerando, todas as suposicdes do capitulo III, vamos admitir,

. - o - . g i i

agora, que o i=esimo elemento amostral Xi,tenhamos a partlgao-(81,825
o que nos da:

p; = [ql £,(x;)dx, e q; = fsi £, (x)dx,
onde, (S%,S;) & a particdo que nos da p; - qy maximo, ou seja:
i Cfy(xy)

S1 :{xi/—T;TzzT_ > 1}
o fl(xi)
S, :{Xi/—?zrizy—'< 1}

Imaginemos uma variavel aleatoria W, tal que: -

W 1. se classificarmos a i-é&sima observagdo x, em m,
i =

0 se classificarmos a i-esima observagao X, em m,

Entdo W, & uma variivel aleatdria de Bernoulli com parametro r, =

=gp; * (l-g)qi_9 ou seja:

1
"j‘

1}

{1l
Pr{vi

Pr{wi = Q¥ = l-Pi

Consideremos uma sequencia de variaveis aleatorias independentes V,,
4

wz, "y WN e uma observagdo de cada uma das variaVeis,wl, wz, oo aWy

: N
A varidvel aleatdria Y = | W,, representa o numero de classificagoes
: i=1 ~

em m,, nas sequéncias das N variaveis. Podemos entao escrever a dis-

tribuicao de Y.

N
Seja w = J w,, temos:
i=1
y N
PrlY = yloz ) o owpy oo o (lere )
169 §=1 “j K=1
K#ij
onde @ é o conjunto de tddas y-uplas possiveis formadas nc cc.,

das N observacoes.

N
Considerando,agora,as N observacoes, Wy sW, 5 ee e sWy se z wi =y,
i=1

podemos ordenar as W,, de tal forma que as y primeiras sejam iguails a
. . . - -

1 e que as N-y restantes sejam iguais a zero. Dal, a funcac de veros-

similhanca, sera:

. 5
L(g) = nr, = (l-r,)

1 i=y+1
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Tomando-se o logaritimo neperiano, vem:
d N
lg L(g) = ) lg », + ¥ lg(lvri)
i=1 - 1=y+1
Para encontrar o maximo de L(g),vamos derivar lgL(gle igualar a zero:

dung) . ¥ Py =94 g RONETAT - 2
g i=1 T3 jey41 T Ty
podemos ainda escrever:
f (pi-qi)(l-ri) N (pi—qi)ri :
R G T S i T
i=1 i i i=y+1 i i
temos finalmente a funcao:
Pi=dy g Pl -
1=1 P17y 1=1 17Ty
0 que & o mesmo que:
Pi = qi Ig pi-qi 0

121 (8PymaI+a, Mg (o =a=ay) © 4, T7g(5,~q,0-q,
7. Ty 7 gpy + (1-glqy = glpy-q,) + g,.

Entdo,a estimativa de maxima verossimilhanca de g, sera o valor

de g que satisfaz a igualdade acima.
Se considerarmos agora,nosso exemplo de aplicacao,podemos ver
que a partigac para o i-ésime 2lementc sewé:i51982). ondes
sti(x,/x,:n, > 0 631}
1 1" "1 =

Sé:{xi/xi:ni < 0,631}
Ya coluna 4 da tabela I, vamos encontrar os valores observados das va
riaveis W;. Podemos ver também que o valor observado y de Y foi
Lir. = 1h5,

" Entdo, owdenandorse as observacoes de modo que as 145 classifica-
coes de 7, estejam em primeiro lugar, temos que, a estimativa de g,
~.in . alor de g* que satisfaz a equacao:

145 | P; - qi- : ‘ 232 P; - 9y
121 tg*(pymq  )+q; H-g*(p, ~q, T, } ~ 121 1-g*(py-q,)-q,

=0

Este cdlculo é muito trabalhoso ,roig,teriamos que calcular os
232 valores dos p; e dos a, - Somente com o auxilio de um computador
isto seria possivel. Bste cdlculo ndo nos interéssa muito,poig, nao
sabemos qual a distribuigao do estimador g. Assim sendo, n3o poderia-

mos construir um intervalo de confianca para g.

Ficara em aberto, o estudo das propriedades da estimativa g#* de

g, calculada dessa maneira.

2



TABELA I

(i) ordem do elemento amostral; (ni) total de descendentes de cada
cruzamento; (Xi) numero de selvagens em cada cruzamento e (wi) de-
terminacdes da variavel W, .

i n

i %3 Yy i Ny %5 i i

1 141 77 0 51 118 67 0 101
2 75 57 1 52 123 63 0 102
3 1921 62 0 53 91 70 1 103
4 93 76 1 54 144 111 1 104
5 65 42 1 55 103 76 1 105
6 75 52 1 56 115 79 1 106
7 98 54 0 57 122 62 0 107
8 88 49 0 58 110 55 0 108
9 74 57 1 59 137 103 1 109
10 67 36 1 60 109 87 1 110
11 64 53 1 61 102 70 h 111
12 116 62 0 62 138 74 0 112
13 9y uy 0 63 115 84 1 113
14 88 63 1 64 135 69 0 114
15 107 58 0 65 110 93 1 115
16 74 55 1 66 114 88 1 116
17 97 u9 0 67 93 74 1 117
18 137 107 1 68 90 B9 1 118
19 76 45 0 69 93 uy1 0 119
20 97 55 0 70 118 63 0 120
21 111 51 0 71" 121, 61 0 121
22 81 6Uu4 1 72 91 63 1 122
23 118 81 1 73 122 89 1 123
24 79 52 3 74 1232 68 0 124
25 43 28 1 75 8L 6Y 1 125
26 58 50 1 76 90 64 1 126
27 122 92 1 77 100 71 1 127
28 58 32 0 78 70 53 1 128
29 127 07 1 79 163  8u 0 129
~i7 65 0 80 30 31 1 130

31 146 62 0 81 100 81 1 131
32 135 61 0 82 115 6. 0 132
33 87 76 1 83 73 33 0 133
34 105 74 1 84y 103 60 0 134
35 95 60 1 85 93 66 1 135
36 98 56 0 86 96 59 0 136
37 75 L8 1 87 135 104 1 137
38 86 69 1 88 104 79 1 138
39 109 55 0 89 62 46 1 139
40 133 60 0 90 98 78 1 140
41 108 57 0 91 74 60 1 141
42 106  5u 0 92 104 74 1 142
43 126 63 0 93 99 76 1 143
4y 107 62 0 ay 71 52 1 1LY
45 105 85 1 95 82 61 1 145
46 102 80 1 96 106 56 0 146
47 90 70 1 97  1uL4 68 0 147
48 79 60 1 98 83 63 1 148
49 127 76 0 99 60 46 1 149
50 91 48 0 100 107 79 1 150

116

110

112
84
64
57
91
73
82

60

80
112
101
104

98
111
110
108
110

103
110
119
118

72
107
111

80
126

49
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TABELA I (continuacao e conclusao)

e

ny, X 1 Dy % 1 1 Ny X Wy
151 95 51 0 181 81 &8 1 211 78 65 1
152 83 66 1 182 107 63 0 212 75 35 0
153 93  uy 0 183 96 69 1 213 94 49 0
154 99 72 1 184 106 79 1 214 90 68 1
156 - 115 &5 1 1BE 86 73 1 215 122 91 1
156 84 45 0 186 96 46 0 216 113 69 0
157 80 |63 1 187 117 91 1 217 108 86 1
158 106 81 1 188 B3 52 1 218 77 52 1
159 94 68 1 189 99 76 1 219 75 61 1
160 97 70 1 160 69 4B 1 220 129 80 0
161 43 30 1 191 87 67 1 221 83 59 1
162 113 61 0 192 114 57 0 222 96 72 )
163 102 68 1 193 97 76 1 223 100 48 0
164 118 92 1 194 93 73 i 224 70 48 1
165 124 88 1 195 105 76 1 225 118 61 0
166 108 77 1 196 86 42 0 296 142 175 0
167 177 58 1 197 77" 61 1 227 121 90 1
168 95 53 0 198 116 47 0 228 74 50 1
169 129 69 0 199 96 72 1 229 81 60 1
170 115 82 i 200 84 6L 1 230 118 66 1
171 46 27 0 201 135 61 0 231 90 wu1 0
172 92 78 1 202 106 88 1 232 119 100 1
173 124 100 1 203 90 67 1
17% 77 41 0 204 65 46 1 .
175 79 41 0 205 98 40 0 y = Bw, = 148
176 50 34 i 206 94 70 1
1IY 69 35 0 207 90 63 1
178 10 52 0 208 120 61 0
179 113 76 1 209 48 32 1
180 92 64 1 210 69 51 1

=3~



TABELA II

(i) ordem do elemento amostral; (xi) nlimero de selvagens dentre os U(
primeiros descendentes de cada cruzamento; (vi) determinacao da vari:
vel Vi'

i X; vy i X, v, i X, vy i X; vy i Xy vy
1217 0 51 23 0 101 26 1 1534 20 0 201 19 0
2 30 1 52 21 0 102 31 1 152 26 1 202 37 1
3 821 0 53 30 I 103 - 34 1 153 18 0 203 26 1
4 36 1 54 34 1 10y 22 0 154 32 1 204 32 1
5 29 1 55 28 1 105 26 1 155 3y 1 205 12 0
6 32 2 56 30 1 106 27 1] 156 18 0 206 28 1
7 23 0 57 21 0 107 38 1 L5127 il: 207 25 0
8 25 0 58 18 0 108 25 0 158 31 1 208 19 0
9 3y il 59 29 1 108 17 0 159 28 1 209 26 1

10 19 0 60 34 1 110 1y 0 160 30 1 210 26 1

11 38 1 61 24 0 111 26 ] 161 26 1 211 29 1

12 21 0 62 19 0 112 23 0 162 20 (4] 212 23 0

13 15 0 63 32 1 113 26 1 163 29 1 213 21 0

14 3] 1 6Uu 17 0 11y 21 0 164 34 1 214 28 1

15 23 0 65 33 1 115 20 0 165 36 1 215 33 1

16 26 1 66 32 1 116 34 1 166 29 1 216 20 0

17 20 0 67 32 1 117 33 1 167 29 1 217 34 5L

18 39 1 68 29 1 118 29 1 168 26 1 218 29 1

19 24 0 69 16 0 119 27 1 169 23 0 219 39 1

20 21 0 70 20 0 120 25 0 170 32 1 220 20 0

Z1 13 0 71 20 0 121~ -22 0 171, 20 0 221 26 1

22 21 dh 72 26 1 122 34 1 172 36 1 222 39 1

23 3y 1 73 32 1 123 34 1 173 40 1 223 10 0

24 28 1 74 17 0 124 15 0 174 1y 0 224 28 1

25 27 1l 75 26 1 125 12 0 175 23 0 225 20 0

26 35 1 76 27 1 126 17 0 176 30 1 226 25 0

27 30 1 77 26 1 127 13 0 177 20 0 227 39 1

28 25 0 78 26 1 128 26 1 178 13 0 228 36 h

29 27 1 79 20 0 129 30 1 179 25 0 229 33 1

30 20 0 80 31 1 130 3y 1 180 30 1 230 1y 0

31 10 0 81 30 1 131 37 1 181 31 1 231 19 0

32 17 0 82 21 0 132 39 1 182 27 1 232 24 0

33 38 1 83 16 0 133 30 1 183 30 1

34 27 1 84 19 0 134 18 0 184 33 1 |y =Zvi = 140

35 24 0 85 28 1l 135 18 0 185 29 1

36 21 0 86 23 0 136 27 b | 186 11 0

37 21 0 87 31 1 137 34 1 187 39 |

38 22 i 88 30 1 138 18 0 188 31 1

39 20 0 89 27 1 139 34 1 189 28 1

4o 11 0 90 36 1 140 26 1. 190 27 1

b1 18 0 91 27 1 141 24 0 191 29 1

42 23 0 92 26 1 142 18 0 192 13 0

43 20 0 93 35 1 143 35 1 193 34 il

4y 25 0 gy 27 1 4y 3y 1 194 37 1

45 37 1 95 29 1 145 26 1 195 26 il

46 39 1 96 18 0 146 26 1 196 25 0

47 28 1 97 13 0 147 3y 1 197 38 i1,

48 33 1 98 29 1 148 31 1 198 15 0

49 23 0 99 31 1 149 35 1 199 26 1

50 15 0 1100 30 . 150 27 1) 200 27 1




APENDICE

LEMA

Seja Y uma varidvel aleatoria com funcdo de probabilidade dada
por (IV-3). Entao, Y tem distribuicdo binomial com parametros N e
{g(p-q)+q}.
PROVA

N
Pr{Y =y}= z [g]gz(l—g)N-z § [j] j(l P)z j( ] Y‘j(l_q)(N'z)'(Y"j) -
0 j= y= j

z=

J O z=1 J y j

{5} (3 | 2T T O TRy

a N! Vs (N-y)! o[ B y] N-y
yT(N-y)7T 3T(y=-3)7 (z- JIT(N=y=2z+7) . v 3)z=]

-~

N
7 53qy-d 3 [N y]g (1-g) V"% (1-p) 273 (1-q) -2 = (=1
z=0

I

s
——r
Fer ==
e

s

3

[§ (pg)d (q1-g1)7 Z (N y]{g(l-p)}z I((1-g)(1-q)} N-2)=(y=

£

m=z, M=% > N-y, entao:

N
]pJqY ) [ ] (2-g) "% (1-p2a%~d (1-q) (F-2) = (7=

el S T
<=z <K=z

e
(o)

P — e |
e
I o~ clljl\« <« =

% {%](pg)i{(q(l-g)}v-j i {Niy]{g(l-p)}k{(l—g)(l-q)}(N-y)-k -
j=0 k=0

N e

(Y](ng Micon < z [N Y]{g(l p) ¥ (1-g) (1-q) 3} F-T)F -

= =

NT
LYJ

%
I
ll [ 2]

3
:Lg ] [ ](pg)j{q(l )1 g p)+(1-g) (1=} =

3 -k
=L§ {pg+q(l-g)}y{g(l-p)+(l-g)(l-q)}N y=[§]{g(p-q)+q}y{1—g(p-q)-q}N

entao, Pr{Y=yl = (N]{g(p—q)+q}y{l-g(]_a—q)--q}N-y
3 €.Q.D
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