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"It is a fact that our degrees of confidence in

a proposition habitually change when we make new
observations or new evidence is communicated to us
by somebody else, and this change constitutes the
essential feature of all learning from experience.

We must therefore be able to express it",

Harold Jeffreys




PREFACIO

Este trabalho pretende ser uma introdugﬁo ao Método Baye-
siano e & destinado d comunidade de usuiarios da Estatistica no Bra
sil. Essa introdugio serd feita através da discussdao das solugdes
Bayesianas para alguns problemas classicos da Estatistica.

Como o objetivo & atingir uma platéia numerosa e também
evitar que a compreensin das idéias seja afetada por dificuldades
de natureza matematica, nos restringimos ao tratamento dos modelos
cstatisticos mais simples, isto &, aqueles que envolvem apenas fa-
milias de distribuigdes discretas.

Apesar dessa restrigdo, o Capitulo 1 tem um carater bas-
tante geral e & nele que procuramos apresentar (e defender) o ar-
gumento Bayesiano na Infereéncia Estatistica. Além disso, o Capitu-
lo 1 contém também a caracterizacdao de classes de distribuigCes im
portantes para a teoria e que contribuem também para a simplifica-
cio do método, do ponto de vista analitico.

0 Capitulo 2 apresenta um sumario das propriedades das
principais distribuigoes discretas (que constituem alguns modelos
estatisﬁicos) e das distribuigdes cont¥nuas usadas como distribui-
goes a priori (dos modelos discretos). Destaque especial e dado as
distribuicdes que raramente sdo tratadas nos textos Cldssicos tais
como a de Dirichlet (ou Beta generalizada) e Dirichlet-Multinomial.

Os autores lamentam que a preméncia do tempo e as di-
ficuldades impostas pela distancia tenham impedido um maior nime-
ro de reunides entre si, que certamente teriam contribuido para u-

ma maior unidade do conjuntoc. Esses fatores forgaram a uma divisao
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de tarefas, ficando o primeiro autor responsivel pela redagao do
Capitulo 1 e o segundo autor pela redacgao do Capitulo 3. Na reda-
¢ao do Capitulo 2 os autores participaram em conjunto, através de
uma correspondéncia intensa entre eles.

Esperamos ter a oportunidade, numa edigdo posterior, de
sanar algumas das falhas que certamente tenham resultado dessa di-
fisio imposta pelas circunstancias.

Os autores desejam agradecer a todos aqueles que direta
ou indiretamente favoreceram a elaboracdo dessas notas. Deixamos
conéignada ny>ssa gratidao aos nossos colegas incentivadores e a
Comissao Organizadora do 5? SINAPE pela confianga em nos oferecer
a grande responsabilidade de um minicurso.

Finalmente, dedicamos esse trabalho as nossas familias

L)

que durante esse primeiro semestre de 1982 foram obrigadas a "su-
portar™ com paciencia e compreensao a falta de nossa companhia,

inclusive nos fins de semana.
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cAPITULO 1

0 ARGUMENTO BAYESIANO E A VEROSSIMILHANGA

"A new scientific truth does not triunph by convincing
the opponents and making them see the light, but rather
because its opponents eventually die, and a new
generation grows up that is familiar with it"

Max Planck

1.1 INTRODUGAO

A palavra chave da Estatistica & informagido. Informacao
sobre o valer de uma quantidade ou estado da natureza de interes-
se, 8. E evidente que quando o verdadeiro valor de 8§ & conheci
do, a informagao & total e nesse caso a consulta a um probabilis-
ta ou a um estatistico seria desnecessaria. O trabalho destes co
mega quando 6 e desconhecido e a redugao desse desconhecimento
2 de grande interesse. Ao estabelecermos que 6 a desconhecido,
queremos dizer que seu verdadeiro valor nao e conhecido embora, a
intensidade da incerteza sobre o valor de 6 possa assumir dife-

rentes graus.

Na concepgao Bayesiana da Probabilidade e da Estatistica,
os diferentes graus de incerteza, sobre o verdadeiro valor de 9,
s3o representados por diferentes afirmagoes ou modelos probabilis
ticos sobre 0. Consideramos, assim, que o trabalho do estatIa:i
co & o de construir modelos probabilisticos, de acordo com a Teo~
ria das Probabilidades, e desenvolver (baseado naqueles - modelos)
métodos de inferencia sobre o verdadeiro valor de 6. Esses métg
dos visam a redugido da Sua incerteza sobre @ e para tanto, a ob
servagao do maximo possivel {dentro de Suas restrigoes operacio-
nais) de situagoes e dados relacionados (em Sua opiniao) a 0, tor

ra-se da maior relevancia.

Na apresentagao acima, queremos salientar o fato de quc
diferentes pesquisadores podem possuir diferentes graus de incer-
teza que correspondem a modelos distintos. Isto nos leva a afir

mar que o unico "modelo perfeito" & aquele que exclue qualquer in




certeza sobre o verdadeiro valor de O e para isso esse valor de
veria ser conhecido. Assim, falar em modelo perfeito seria absur
do, pois se @ fosse conhecido nao seria necessaria a considera

gao de modelos sobre 8.

1.2 O CONCEITO DE PROBABILIDADE

A segao anterior @ baseada na visao subjetivista da teo-
ria das probabilidades que considera a probabilidade de um evento
A como a medida da incerteza sobre a ocorrencia ou nao de A. Co
mo essa incerteza sobre A pode variar, de individuo para indivi
duo, o valor da prscbabilidade de A, P(A), fambém sofre o mesmo
tipo de variagzo. Por esta razao, alguns autores consideram ape
nas probabilidades condicionais para salientar, por exemplo, que
o valor que Voce atribui i probabilidade de A & condicional ao
Seu conhecimento (ou Sua incerteza) sobre a ocorrEncia‘ de A.-
Bruno de Finetti, em seus trabalhos, escreve P(AIH) em iugar de
P{A), para indicar que essa medida da incerteza & fungao do Seu
”conhecimen;o" que por outro lado depende do Seu passado (ou hig

toria, representada por H).

Para fazer sentido a perspectiva subjetivista discutida
acima, vamos considerar o mais familiar dos "experimentos" (uma
definigao precisa de experimento & apresentada na sequencia)j; 0
langamento de uma moeda objetivandd a observagao da face que fica
ra voltada para cima. Propositadamente escolhemos esse exemplo
por ser ele muito utilizado na defesa da visao objetivista da teg

ria das probabilidades.

E razoavel admitir-se que todos sabem que existem apenas
dois resultados possiveis; cara e coroa. Acreditamos, contudo, que
ao se afirmar que a probabilidade de qualquer dos dois resultados
P %, deseja~se representar a falta total de informaqgo, dos indi-
viduos envolvidos, sobre o resultado do experimento. Isto e, ne-
nhum desses individuos possui controle sobre o langamento e todos
admitem que a moeda e "honesta". Para que o leitor admita alguma
subjetividade na medida p =P{caral =13 suponha que desse experi-

mento participem Voce e Joao. Joao vai langar a moeda e pede a




Voce para predizer o resultado. Como a Sua incerteza & total, Vo
cé pensaria em considerar o mesmo peso p =%~ para os dois resul-
tados possiveis e o mesmo se aplicaria a Jodo. Aqui, tanto Voce
quanto Jodo possuem a mesma incerteza, medida por =%. Suponha
que apos o langamento, Jozo observa e esconde de Voce o resultado,
impedindo que Voce ganhe alguma informagao relevante. Como antes,
Joao solicita que Voce advinhe o resultado que &le ja conhece.
Agora, Joao tem certeza do resultado, enquanto Voce, exatamente co
mo no inicio, possui total incerteza e é obrigado a manter a mes-
ma medida p =%. 0 importante & realgar que o valor % para p
nao & consequencia do resultado ser produzido pelo langamento da
moeda (da aleatorizacgao, na linguagem classica) e sim pela Sua in
certeza total sobre o resultado. Note que mesmo apds o langamen-
to Voce manteve =% enquanto que Joao mudou a probabilidade do

resultado obtido de % para 1.

Meste trabalho, de uma maneira geral, as quantidades des
conhecidas sao representadas por letras maiusculas, X, Yyerees e
quando substituidas pelas miniisculas correspondentes, T, ¥,..., in
dicames que passaram de desconhecidas para conhecidas. Isto &, o
verdadeiro valor de X & =z, de Y e ¥, e assim por diante. Pa
ra incluirmos os eventos como casos particulares,consideramos ape
nas as fungoes indicadoras da ocorrencia destes. Por exemplo, X =1
se 0 evento A ocorre e X =0 em caso contrario. Para mantermos
a iinguagem prée—~estabelecida, denominaremos as ﬁuantidades desco-
nhecidas de quantidades (ou variaveis, quando seus verdadeiros va
lores s3o nimeros reais) aleatorias. Para tornar clara a analogia
com a Estatistica "comum", letras gregas serao utilizadas para as
quantidades desconhecidas de interesse; parametros na linguagenm
classica da Estatistica. Uma definigado precisa de parametro sera

apresentada na proxima segao.

Ex resumo, a2 posigao Bayesiana & que a incerteza sobre o

valor de qualquer quantidade X seja descrita probabilisticamen-

te, ou seja por P(XIH). Essa medida P(.|H) deve seguir as se-

guintes regras:




Rl - Regra da Convexidade: O0<P(X[H)<1 e P(H|H)=1.
R2 - Regra da Adigao: P(X1 ou leﬂ)==P(X1|H)+P(XZIH)-P(X1 e X2|HL

R3 - Regra da Multiplicagao: P(X; e X,[H) =P(xl|B)P(x2!x1 e H).

Em favor da simplicidade, nao enunciaremos a regra da adi
¢ao infinita. Uma discussio mais formal das regras da Probabilj
dade, @ deixada a cargo de um curso basico de Teoria das Probabi-
lidades. Para exemplificar a utilizagao Jessas regras, considere
mos X =(X1,X2) e um experimento que observa o valor Ty de XZ.
Deseja-se calcular P(Xl =x1|xz e H) que por R3 pode ser escri

ta crmo
P(X, ==, e X, =:c2|11)
P(X, =z, |H)
onde
P(X, =x,[H) =I,P(X ==, e X, =x,[H)
e L indica que a soma & sobre o conjunto dos pontos que Voce

1
considera impossiveis para XI' Finalmente, usando-se R3 mais

uma vez, obtem-se a formula de Bayes

P(x1=a:11u) ‘
p(x1==31|32 a HYy=s —= > . p(x2-=32|x1 e H).

(X, =:c2|H)

Essa formula mostra como "resultados experimentais" in
fluenciam a opiniao do pesquisador. As definigoes abaixo formali

zam alguns conceitos usados anteriormente:

Definicao 1.1 - Um conjunto de afirmagdes probabilisticas obede-

cendo as regras acima, e dito ser coerente. O conjunto coerente
de uma quantidade aleatoria X & denominado distribuicao de pro-

babilidades de X.

Definigao 1.2 ~ A qualquer mecanismo que transforma uma quantida

de desconhecida em conhecida damos o nome de Experimento. O0s re-

sultados de tais operagoes sac denominados dados ou resultados




experimentais.

0 objetive principal deste trabalho & discutir o uso das
regras acima, apds a consideragao de um conjunto coerente de afir
magoes probabilisticas, em presenga de resultados experimentais.

A forma de acesso a esse conjunto coerente 2 assunto para um tra°-

balho futuro.

1.3 VEROSSIMILHANGA: O RECIPIENTE DAS INFORMAGOES EXPERIMENTAIS

Nas situagoes mais comuns ao Estatistico, ndo existem,
como no caso do langamento da moeda, experimentos (realizaveis na
pratica) que observam o verdadeiro valor da quantidade de interes
se, 8. Por exemplo, suponha que 8 seja o nimeroc de fumantes da
populagao brasileira. Intuitivamente, & impraticivel a considera
gao de um experimento para observar o valor exato desse numero.
Qutras vezes, embora, o experimento seja realizivel, Voce & soli-
citado a tomar decisoes antes da realizagao deste. As qualidades
dessas decisoes dependem do resultado do experimento cuja realiza
¢ao (ou nao), por sua vez, faz parte de Suas decisoes. Por exem~
plo, suponha que Voce & consultado no momento de decidir-se sobre
a perfuragao {ou nao) de um pogo petrolifero. Aqui, 6 =1 indica
que a extragao de petroleo e viavel e 8 =0 em caso contraric. 0
exato valor de 8 s0 serd conhecido apos a perfuragao. Contudo,
no zaso de decidir-se pela nao perfuragao, esse valor nunca sera
conhecido e, por outro lado, nao existirao despesas de perfuragao.
Completando o nosso racioccinio, suponha que um medico vive uma si
tuégﬁo onde deve decidir qual das duas drogas, Al' ou Az,deve mi
nistrar-a um de seus pacientes. Apos escolher uma das drogas, di
gamos A,, observa se o resultado & positivo ou negativo. Aqui,
0 =(el,62) onde (i -1,2)9i= 1 se o uso de Ai produzir resul-
tado positivo e 8; =0 em caso contrario. Como decidiu~se pela

droga Al, apenas 91 sera observado enquanto o valor de 92 nun
ca sera conhecido.
Em situagoes andlogas as descritas acima, Voce & obri-

gado a considerar experimentos realizaveis que observam o8 valo

res < de quantidades X que estio, de certa forma, relacionados




com 8. O objetivo & reduzir a incerteza sobre 6. Essa redugao
€ baseada na "informagdo relevante" (sobre 8) que esses resulta
dos experimentais possam, em Sua opiniao, possuir. A seguir, des
crevemos o tipo de relagao, entre X e B, que normalmente se con

sidera.

Seja X uma quantidade aleatoria e P(X|H) a distribui
¢ao de probabilidade associada por Voce a X. Da mesma forma, pa
ra qualquer quantidade aleatdoria 8, P(8]H) representa Sua dig

tribuigao de probabilidade para 8 e podemos escrever
P(x|u) = ZBP(X[H e 8)P(6|H)

. » - .
onde ZB indica soma sobre todos os valores possiveis de 0.

Definicao 1.3 - A quantidade @ & chamada de parametro para X

se, P(K[H e B) = P(X[B) e nessc caso P(X]G) e denominado de (o

Seu) modelo estatistico. O conjunto ©O de valores possiveis (em

Sua opiniae) de 6 & denominado espago paramatrico. O conjunto

X dos valores (que Voce considera antes da realizacido do experi-

mento) possiveis de X & denominado espago amostral.

Em outras palavras, 8 & um parametro para X, se 0 con
tem toda a informagao relevante (representada por H) que Voed pos
suia sobre X. Isto e, no "momento" que O fosse conhecido, Sua
incerteza sobre X tornar-se-ia independente de qualquer conheci

mento anterior. Im termos mais formais, X e H sao condiecional-

mente independentes dado § e escreve-se KllH[G.- Em resumo, se

® & um parametro para X, temos
P(X|H) = ZOP(:{EB)P(MH).

Ao definirmos um modelo estatistico P(X[H), na verdade,

estamos considerando a seguinte familia de distribuigbes para X:
P={P(X|0); 8e0}.

Por outro lado, apos a realizagao do experimento que observa o va

lor = de X, temos a fungao vx(9)= P(r[&) definida em 8. Note




que antes da realizagao do experimento, definimos o seguinte con

junto dessas fungoes de 8:
v ={P(x}8); xex}= {Vx(e’); zeX}.

Por definicao, existe uma correspondencia entre X e V que, a

cada resultado possivel =, associa a funcao vx(B).

E importante salientarmos o fato de a unica 1ligagao en
tre X e O estar descrita apenas pelos conjuntos P e V. Apos
a realizagao do experimento e a obtengao do resultado x, a fun-~
gao vx(B) € o tnico elemento que permanece para descrever o re
lacionamento entre 6 (desconhecido) e o resultado experimental =z
(conhecido). R.A. Fisher em seu iltimo livro “"Statistical Methods
and Scientific Inference" publicado em 1956, descreve esse fate
da seguinte forma: Toda a informagao relevante da amostra r, so-
bre o parametrc 0, egti contida na fungao vx(B). Para uma ana-
lise mais profunda dessa afirmagao, veja Basu (1975). A definigio

abaixo traduz esse pensamento.

Definicao 1.4 — Apds a observagio do resultado experimental =z, a

fungdo v (8) & denominada Verossimilhanga de 0, resultante da

observagao x.

Antes de prosseguir a discussao, recordemos alguns con
ceitos importantes: (1) A qualquer transformagao T que associa
pontos amostrais a elementos de um outre conjunto, da~se o nome
de estatistica. (2) Se essa transformagdo T, que na verdade &
uma reducao dos dados experimentais, nao acarretar perda de infor
magao sobre 8, diz-se que T & suficiente. Isto & traduzido por
P(X|T e 8) =P(X|T) indicando que ao conhecer T, os dados ja nao
possuirao nenhuma informagao relevante sobre 0, pois XJlo]T.
(3) Se T e suficiente e puder ser escrita como redugoes de qual
quer outra estatistica suficiente, entao T & denominada suficien
te minima; isto e, qualquer redugac de T acarretaria em perda

de informagao sobra 8.

No estudo das estatisticas suficientes, a fungao de ve

rossimilhanga tem um papel bastante relevante. Esse papel fica




realgado quando entende-se que; (i) existe uma estatistica T as
sociando a cada ponto z do espago amostral X, o elemento vx(e)
de V, e (ii) essa transformagac T: X—+V & uma estatistica su
ficiente minima. Assim, para infer@ncias sobre 8, no lugar de
anotar-se o resultado =z, & bastante que se registre o grafico da
fungao vx(B). Essas propriedades da fungas de verocssimilhanga

deram origem ao seguinte principio da Estatistica.

Sejam duas quantidades aleatorias X e Y que possuem
a mesma quantidade 8 <como parametro. Considere dois experimen—
tos que observam, respectivamente, os valores = e y de X e Y.

Denotemos as respectivas verossimilhangas por vx(e) e v;(ﬁ).

PRINCIPIO DA VEROSSIHILHANGA

Os dois resultados experimentais % e Y. possuem a mes
ma'informaggo sobre € se V. (8 e v (9) sao proporcionais (es
creve-se v (0)« v (9)), 1sto 2, se exlstlr uma constante ¢ tal
que, (9)= cv (6) para qualquer 8 €G. Uma outra representagao

x
e

usada para indicar equivalencia segundo 0 pois, =z e ¥

Te¥

devem produzir a mesma inferdncia sobre 8,

Acreditamos que, mesmo os leitores que aceitam o ponto
de vista classico da estatistica, sao forgados a admitir o fato
da discussdo acima ser razoavelmente logica. Contudo, a maioria
dos métodos cliassicos de anidlise aceitos por esses leitores sao
contraditorios segundo o principio da verossimilhan¢a. Lembre-se
que a qualidade de uma inferencia classica e definida por um es
tude detalhado dos resultados que poderiam ter ocorrido (mas ua
verdade nao ocorreram); isto &, um estudo detalhado do espago amog
tral. Por outro lado, o principio da verossimilhanga indica que
a qualidade da inferencia depende da qualidade da informagao con-
tida no resultado especifico do experimento. Para que o leitor
possa se sentir mais a vontade nesse debate, apresentamos os se
guintes exemplos. O objetivo principal @ ilustrar o8 conceitos
introduzidos, realgando, no ultimo exemplo, a contradigao que aca

bamos de sugerir.




Exemplo 1.1

Suponha que uma proporgdo 6 e o parametro de interesse
e nesse caso o espago parametrico & o intervalo (0,1). Considere
um experimento que observa o valor z de uma variavel aleatoria
X, cujo modelo estatistico (denominado de binomial para duas ob
servagoes) & representado por P(X =z[8) =(%)GI(1 —G)Z_x, onde
X ={0,1,2} & o espaco amostral. Se o resultado experimental for
rz =1, a funggo de verossimilhanga sera dada por vl(e) = 26(1 -8).
0 conjunto V & formado pelas treés fungoes abaixo:

1 o |

- —--— -1 1}

N
~
<
e

] 0 18 0 18

Exemplo 1;2

Suponha que no exemplo L.1 no lugar de X, o experimento
que se considera e o de observar o valor y de uma variavel alea
toria Y com espago amostral ¥ ={0,1,2,...} e cujo modelo esta
tistico (conhecido como modelo geométrico) e representado por
P(Y =y|8) =0(1-6)Y. Se o resultado experimental for y=1, a fun
gao de verossimilhanga sera VI(B) =6(1-0}). Aqui, V ={v:(0) .
v;(e), VZ(G),..,} & um conjunto infinito enumeravel cujos tres
primeiros elementos estio ilustrados abaixe. Como verossimilhan-
gas proporcionais se equivalem, decidimos apresentar, para uma ilus

tragao mais clara, os graficos de v:(e), ZV;(B) e 3VZ(B)-

4 y i
{r~———"="""", it~ 777" 1 r-———"——-——-"- T

- e -]
(2]
-5
»
—_
<
~—
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Exemplo 1.3

Consideremos que dada uma populagao, O representa a pro
porgao de individuos, dessa populagdo, que possuem a caracteristi
ca C. Com o objetive de se fazer inferencias sobre 8, Voce se
leciona, com reposigao, dois individuos dessa populacao e regis
tra o numero «, dentre esses, que possuem a caracterfstica C.
Dessa forma, Voce considera o modelo descrito no Exemplo l.1 Joao,
nio tendo conhecimento do Seu trabalho, decide selecionar, sequen
cialmente e com reposigao, individuos até que encontre o primeiro
com a caracteristica €. Assim, Joao considera o modelo do Excm-
plol.2onde Y+1 & o numero de individuos que seraoc selecionades.
Suponha agora que, apds a realizacao dos dois experimentos, Voce
observa =z =1 e Joao, por sua vez, oEserva ¥y =1l. Como as veros
similhangas sao proporcionais, vl(B) =2vf(9), os dois resultados
sao, pelo principio da verossimilhanca, equivalentes e resulta-
riam em infer@ncias identicas sobre 6. Note <que este nao & o
caso dos métodos cldssicos de infer@ncia. Mesmo no caso do me
tode da maxima verossimilhanga, que embora produzisse estimativas

pontuais identicas, terfamos intervalos de confianga distintos.

Poderia parecer para muitos que os exemplos acima esta
riam sugerindo problemas com a logica do principio da verossini
lhanga. No entanto, os autores pensam que & justamente a logica
dos metodos classicos que deveria estar sendo revisitada. O argu
mento que usamos ¢ bastante simples, sendo vejamos. Primeiramente
note que Voce e Joao possuem o mesmo objetivo; conhecer o valor
de 0. Em segundo lugar, note que Voce e Jodo obtiveram a mesma
informagao sobre 6 pois, Voce observou dois individuos dos quais
apenas um possuia a caracteristica C e exatamente o mesmo foi
observado por Jodo. Assim, ndao podemos concordar que Voca e Joao,
baseados apenas nas mesmas informagoes experimentais, produzam di
ferentes inferencias sobre O, mesmo possuindo a mesma verossimi-
lhanga. Para uma analise mais profunda desses exemplos, veja

Lindley and Phillips (1976).

Como veremos a seguir, no momento de incorporar as infor

magoes experimentais ao conhecimento previo,os metodos Bayesianos
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utilizam apenas as fungoes de verossimilhanga. Isto nos leva a
. a . ¥ s + 3 ~ - .
afirmar que o principio da verossimilhanga nao sera violado ao

optar—-se peloc ponto de vista Bayesiano da Estatistica.

Gostariamos que, ao terminar esta Se¢3o, o leitor tenha
percebido que a inferencia Bayesiana nao pode ser encarada conmo
um capitulo da teoria classica da inferencia estatistica. Essa
ideia, foi uma distorgao que os livros clissicos introduziram aos
nossos estudantes. WNote que, a teoria Bayesiana e a teoria clis-—
sica sao filosoficamente opostas, assim como o subjetivismo e o
objetivismo. E importante realgar que todo problema estatistico
(teste de hipdtese, intervalos de confianga, infer@ncia nao para-
metrica, etc) pode ser atacado tanto da forma cliassica quanto da
forma Bayesiana. A escolha da linha filosofica, depende da coe

rencia logica de cada um.

1.4 OPERAGAC BAYESIANA: CALIBRANDO A INCERTLEZA ATRAVES DOS
RESULTADOS EXPERIMEMNTAILS

Como fol discutido nas segoes anteriores, a "novidade'da

posigao Bayesiana & que, a incerteza & descrita probabilistica-

mente. Dessa forma, a receita Bayesiana e simples: Para .uma quan
tidade desconhecida de interesse, 0, conhecendo~se H, calcula-se
as probabilidades condicionais de 6 dado H usando-se as regras
do calculo de probabilidades, RI, R2 e R3. DMNote que essa receita
esta, na verdade, encobrindo um processo sequencial. Se 1 repre
senta o Seu conhecimento atée um determinado momento, mo instante
seguinte deverd conter tambem as informagoes adicionais que Voce
poderia estar adquirindo naquele momento. 0 objetivo da inferen
cia Bayesiana & justamente estudar as formas com as quais os re

sultados experimentais, adicionados a H, alteram P(B]H).

Seja X uma quantidade aleatoria que possui 8, a quan-
tidade de interesse, como parametro; isto a, XlLH|0. Considere um
experimento E que observa o valor de X. Com as regras do cal-

culo das probabilidades, podemos deduzir que

PCOJH e z) = —PCOIB by azla) =?-(—°-|i)- v, (9)

P(X =x|H) c,
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onde Cx= evx(e)P(BlH) ¢ uma constante conhecida, apdos obser-
var~se o resultado x de X, pois Ze @ uma soma (ou integral)
sobre 6. A expressao acima, visto que.representa uma distribui

¢ao de probabilidades, pode ser escrita como
P(B|H e x) = P(B[H)v _(8).

Note que aqui P(O|H) e P(8|H e x) representam, respectivamen
te, a distribuigao de O antes de observar-se o valor =z de X

e a distribuigao.de 8§ apds essa observagao.

Esse mecanismo de passar de P(BIH) para P(BIH e x)

¢ conhecido como operagao Bayesianra e nesse caso P(B[H) e

P(8|H e z) sao chamadas de distribuigao a priori e distribuicao

a posteriori, respectivamente. Essas denominagoes, a priori e a
posteriori, referem-se ao conhecimento dos resultados experimen-
tais. No relacionamento com um experimento sobre X, anterior a
um experimento sobre Y, o que esta sendo considerado como dis
tribuigao a priori para 0, em relagao a Y, pode ter sido uma
distribuigio a posteriori para 6, em relagao a X. Por outro la
do, no relacionamento com um experimento sobre Z, posterior a ¥,
a distribuigao a posteriori de 6, em relagao a (X,Y), pode ser
considerada como a priori para 0, em relagao a Z. Este &, exa
tamente, ¢ espirito dinamico ou sequencial da infer@ncia Bayesia
na. Um outro fato de realce & que a distribuigao a posteriori
de 8, em relagEo aos dois experimentos sobre X e Y, nae so-

fre nenhuma influéncia da ordem com que X e Y foram observa

das.

0 seguinte diagrama e uma tentativa de ilustrar a opera

gao Bayesiana.
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Materia Prima

Incerteza Inicial
sobre 0: expres-
sada por P(O|H).

Material usado na

.. Transformagao
Priori

P (0 |H)

Informagoes extraidas d
resultados experimentais

f expressadas por vx(e).

Processo_de
Produgao

~ Verossimilhanga
Operagao Bayesiana v (8)
P(GIH)VI(B). x

Produto Final

- Posteriori Incerteza sobre 0|
7

calibrada por x:
P(O[H)v, (8) P(6|H e x).

A simplicidade do seguinte exemplo tem o objetivo de real

¢ar o processo descrite.

Exemplo 1.4

Dr. Andre & um especialista em medicina e considera que,
dentre os individuos que estdaoc nas mesmas condigoes clinicas do
Marcel, um entre dez e portador de um determinado tipo de Virus.
Acredita—~se que, das pessoas portadoras, 80Z reagiriam positiva-
mente a um teste de laboratdrio, enquanto que apenas 307 das nao
portadoras, produziriam uma reagaoc positiva. Dessa forma Dr. An
dre solicitou esse teste para Marcel e este reagiu positivamente.
Usando os conceitos descritos, como Dr. Andrée poderia, coerente-

mente, descrever sua incerteza com respeito ao fato de Marcel ser
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(6 =1) ou nao (6 =0) portador do Virus?

Com o que foi considerado, uma medida razoavel da incer-
teza do Dr. Andre seria -P(6=1|H)=1/10 Como os resultados pos
siveis do experimento {verificagdo da reagio ao teste) sao X =1
para reagao positiva e X =0 para nagativa, torna-se razoavel con

siderarmos o seguinte como fungao de verossimilhancga:

8/10 se 6 =1
v1(9) =
3/10 se 0 =0,

Assim, apds o resultado (positivo) do teste, a distribuigao (a

posteriori) de 8 & dada por

8/35 para 6 =1
P(6|H e X =1) =
27/35 para 0 =0,

Note que o conhecimento do Dr. André, representado por I, & usa-
do no momento que ele identifica as pessoas (entre seus pacientes

anteriores) que estao nas mesmas condigoes clinicas de Marcel.

No exemplo acima, descrevemos um problema de predigao;
isto e, um problema cujo objetivo & advinhar o valor de 0. £ cla
ro que apos terminado o tratamento ao caso Marcel, Dr. André teri
mais um caso estudado que devera enriquecer os seus conhecimentos
que proporcionara, em casos semelhantes no futuro, diagnésticos

mais "precisas".

Enquanto nesse exemplo, ° objetivo era um elemento de
uma populagdo, na maioria das analises que serao discutidas nes-
sas notas, estaremos voltados aos problemas de decisao que dizenm
respeito a populagao como um todo. Especificamente, apresentare-—
mos versoes Bayesianas para a trindade da Estatistica Classica:

Estimagao {(pontual), Intervalos de Confianga e Testes de Hipdteses.

-

Suponha que a quantidade desconhecida, 8, € um numero

real. O problema da estimagao € o de encontrar, baseado na incer

teza atual sobre 8, um nimero B que voce aceitaria usar como
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predicao de 0. Como a distribuigao a posteriori de 6 & a ex
pressao atualizada da Sua incerteza, o valor espérado de 9, bases
do nessa distribuigao, [E(8[H e z)==ZeBP(9|H e )] pode ser con-
siderado como um Estimador razoavel de B8 e & conhecido cono

Estimador de Bayes. [ evidente que outras caracteristicas,da dis

tribuigao a posteriori, poderiam ser usadas no lugar do valor es-
perado. Os exemplos mais naturais seriam az moda e a mediana des-
sa distribuigcio. A escolha de uma dessas caracteristicas depende
das suas gqualidades, que por sua vez dependem do problema que se
deseja resolver. A mnossa opgao pelo valor esperado deve—se, ape-

nas, ao fato de esta ter recebido maior divulgagao na comunidade.

Um outro aspecto, que pode surpreender o estatistico dﬁg
sico, € o fato de na estimagzo Bayesiana pontual desejar—-se esti-
madores @ com maxima variancia possivel. Esse aspecto fica cla
ro ao aceitar—se que a variancia de 6 seja um bom indicador do
grau de incerteza sobre o valor de 8. Assim, a diferenga entre
as variancias "a priori" e "a posteriori" [Var(elu) e Var(dn e z)]
poderia ser considerada como um indicador razoavel da informacao
proporcionada pelo resultado experimental. O valor esperado dessa
diferenga indica a informagdo que se espera do experimento em ques
tio. 1Isto 2, L=Var(0|H) ~E[vVar(8|H e X)] pode ser considerada
como uma medida razoavel da informagac proporcionada pelo experi-

mento que observa o valor de X. Unm bom treino para o leitor se

ria verificar dque
I = Var [E(B|}I e X)] = Var(a)

« - - -
e assim poderemos entender que maximizar a variancia de 8 e 0

objetivo da inferencia Bayesiana pontual.

Intervalos (ou conjuntos) de Credibilidade sao os corres

poundentes Bayesianos aos Intervalos de Confianga. A idéia & bas~
tante simples, pois o Bayesiano, por principio, ja admite afirma
goes probabilisticas sobre 6. Assim, ao descrever-se as incertg
zas pela distribuigiao a posteriori, e natural que se procure o me
nor cenjunto 'Cm de 0O, tal que, para a €(0,L1) fixado,

P{g ¢ Cx|H e z)=ca. O conjunto Cx, assim construide, & conhecido




16

como Intervalo ou conjunto de credibilidade de nivel a.

Ao construirmos os conjuntos Cx’ podemos definir um ma-
todo de decisao que corresponderia, de certa forma, aos testes de
hipotese da teoria classica. Fixado um nivel @, decide-se em fa
vor de G0 =60 se Boe Cx e contra se 80 ECx. Um outro procedi
mento, devido a Harold Jeffreys e mais razoavel no caso de hipdte
ses compostas, baseia-se na consideragac de probabilidades, alen

das distribuigoes a priori, para as hipoteses em questio. Seja £

a probabilidade a priori para o evento HO: 9ecC e Efx) a PTO
babilidade a posteriori. Para um valor k fixado, se Tfﬁé%%y>k
decide-se em favor de H e em caso contrario, decide-se contra

Y
Hy. A generalizagao para o caso das decisdes multiplas & intuiti

va. O capitulo 3 seri dedicado as aplicagoes dos métodos acima.

1.5 CLASSES COMJUGADAS DE DISTRIBUIGOES

Como foi discutido nas segoes anteriores,a operacgao Baye
siana envolve os seguintes entes: distribuigao a priori, fungao
de verossimilhanga e distribuigdo a posteriori. WNa maioria das
vezes, considera-se uma sequéncia de n experimentos para se ob-
servar os valores de Xl, Xz,... e Xn que possuem a propriedade
de serem, condicionalmente a2 ©, mutuamente independentes e iden
ticamente distribuidas. Dessa forma, existe um consenso que - admi

n : :
te I v, () como a verossimilhanga de 8 'no resultado experi-
i=1 "i
mental (xl,...,xn) de (Xl,...,Xn). Para obter~se a distribui-
gao a posteriori, objetivo da operagdo Bayesiana, necessita-se es
pecificar a distribuigao a priori. A seguir, definiremos uma clas
se de distribuigoes que, alem de ser "rica" em opinioes, permite a

obtengao de expressoes analiticas gerais.

A propriedade sequencial da operagio Bayesiana nos permi

te escrever

. n
P(O|H e (ml,...,xn))trP(6|ﬂ e (xl,...,xm_l))_ﬂ vx.(ﬁ),
i=1 i
onde m E(l,n] e um inteiro positivo. Com essa propricdade se

quencial, fica clara a convenisncia de se especificar uma distri-
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buigao a priori que "conviva intimamente" com o modelo. A classe
¢ de distribuigaes desse tipo, deve ser bastante numerosa para
acomodar varios tipos de opinices acerca de 6. Se, além da priori
pertencer a C, a distribuigao 2 posteriori for um elemento de C,
qualquer que seja o resultado possivel, entaoc € & denominada

classe conjugada (com o modelo) de distribuigoes.

Muitas vezes ocorre que a familia € coesiste mnatural-
mente com o modelo estatistico. Suponha que para este, existe m>0
tal que para qualquer resultado (xl,...,mn), n>m, a verossimi-
lhanga & integravel (segundo uma medida y) sobre o espago parama
trico O. Considere assim a familia Co de distribuigoes de pro

babilidade sobre @ que satisfaz a seguinte propriedade:

7 Se P(B]H) e um membro de CO’ entao existe um vetor
y =(y1,...,yk), onde k e um inteiro positivo, tal que a fungao

de densidade (ou probabilidade) associada a P(G[H) e dada por
-1
g{N) = 6)deo 0).
p(8]m) Ue"v” ] v, (0

[ﬁo caso geral a integral do denominador & calculada em relagao a
medida u]. Se y & um vetor de k resultados experimentais ja
obtidos, a distribuigdo a priori que esta sendo considerada & pfg
duto exclusivo dos dados experimentais y pois e obtida da veros
similhanca de 8 no resultado y. Assim, o conhecimento passado,
representado por H, depende apenas de vy, nao incluindo conhaci-
mentos nao experimentais. MNeste caso, pode-se considerar que a
distribuicdo de @, antes de observar-se y, representa a ignoran
cia completa sobre 6. Essa distribuigao & conhecida como nao-in-
formativa. Outra caracteristica da classe C0 € que apos obser-
var-se (xl,...,xn), a distribuigao (a posteriori) de 8 pode ser
obtida da verossimilhanga de € no vetor (yl,yz,...,yk,xl,...,xg
que contem todos os resultados experimentais antigos e novos. Cg
mo Cg tambem contém a distribuigao a posteriori, serz chamada de

classe conjugada natural de distribuicgoes.

Mos proximos capitulos, a escolha de distribuigoes a

priori sera restrita as classes CO e assim o evento H passa a
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ser irrelevante e pode ser substituido peleo particular y.

Se existir uma estatIistica suficiente T =(t1,...,td)
com dimensac (independente do "tamanho da amostra a priori, k")
constante d>1, a fanilia CO toma uma forma mais simples. Nes
te caso, vy(e)m V(8|k,T), onde T & fungao de y; isto e,
T(yl,...,yk) =(ti,..0rty) e d e uma constante (k sendo varia
vel). Finalmente, a fam¥lia €y de distribuigoes conjugadas na
turais @ caracterizada pelos seguintes d+1 "super—parametros";
tl’tZ""’td e k. Por esta razaoe, na sequencia deste trabalho,
R sera substituido propriamente pelos super-parimetros especifi

COS.

Terminamos esse capitulo com o seguintae exemplo que ilus

tra a discussiao acima.

Exemplo 1.5

Considere uma sequencia XpaeeenX  de varidveis aleato
rias (de Bernoulli) tais que, para @ conhecido, XpsenenX sao
independentes com mesma distribuigdo P{Ki==l|6} =7 - P{Xi=0|9}=9.

Assim, a verossimilhanga no resultado (xl,...,xn) e dada por

n - n
Tv (8)=8%(1-0)""% onde t= J z..
I L
i=1 71

i=l

Se a distribuigao a priori & Beta com parametros t, e
k-t;, entao a distribuigdo a posteriori ser3 Beta com parime-
tros t;+t e k+n -(t1 +t) e assim Cy 2 a classe de distri
buigoes Beta. Iormalmente os parametros da Beta sao representa-
dos por @ e f$ e assim, os super-parametros de s serao

t1= a e k =a-+§.
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CAPITULO 2

DISTRIBUIGOES ESPECIAIS

2.1 INTRODUGAO

0 objetivo deste capitulo & apresentar as propriedades
das distribuicoes usadas na sequéncia. As distribuigces continuas,
aqui discutidas, serdo utilizadas como distribuigdes a priori e,
com excegao da Dirichlet-Multinomial, as distribuigoes discretas
8); 8eo0}.

constituiraoc os modelos estatisticos P ={P(.

Neste trabalho, um experimento sera idealizado por uma
variavel (ou vetor) aleatoria, X, associada com um espago amos
tral X (que 2 subconjunto de IRn, para algum n=1%1,2,...) e una
fungao de probabilidade, p(.), sobre X. Lembre-se que, como con
sideramos apenas experimentos discretos, X & um conjunto enumerd
vel e assim nao e absurdo considerar-se apenas fungoes de probabi
lidade p: X ~+[0,1] tal que, YA=R®, P(A) =L p(x) onde I, in
dica soma sobre o conjunto AMRX. No caso de ANX =f (o conjunte
vazio), definimos P(A) =0. O uso das fungoes de densidade sera
restrito 3 alguns casos onde temos uma variavel (ou vetor) aleato-
ria nao observavel, 8. Esta representagao de incerteza ocorrera
sempre que o conjunto O (que ¢ um subconjunto de :m“, para algum
n=1,2,...), de possiveis valores de O, for ndo enumeravel e a
qualquer subconjunto enumeravel de elementos de O estiver asso-
ciado probabilidadé zero. Assim, na maioria das vezes, a incerte
za sobre @ sera representada por uma fungao (de densidade de
probabilidade) £: R +(0,»), tal que £(y) #0. Yye® e a inte
gral (de Rieman) de £ sobre qualquer conjunto (integrivel) BcR®

e a probabilidade do evento 6 €B.

0 valor esperado de uma fungao real g(h) de X (de 8) &

definido como

E{g(x)} =L _g(x)p(x)
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E{1(0)} =j h(8Y£(8)d8.
@

Note que,com a notaggo do capituloranteriot e as conside
ragoes feitas acima, poderemos.representar P como a familia
{p(.lB); 0 € 0} de fungoes de probabilidade sobre X e a familia
das possiveis densidades a posteriori por F ={f(.|z); xeX}. As-

sim, os valores esperados condicionais

E{g(x) |8} = 1_g(a)p(x|0)

E{n(6) |x =z} =J h{0)£(8|x)d8
e

sao de importancia e representam os valores esperados das quanti-

dades g{X} e h(9) para cada membro das familias P e PF.

0 leitor deve-se lembrar a todo momento que o unico ente
objetivo da analise & o valor =z, da quantidade X, 0 qual sera
observado. Normalmente, a quantidade de interesse 8 a nao ob
servavel. Contudo, antes do experimento X ger realizado, pode
haver interesse em descrever-se a distribui¢ao marginal de X. Is
to &, a distribuigao conjunta de 8 e X pode ser calculada pe~
lo produto £(8)p(x|8) e assim a fungao de probabilidade margi-

nal de X & dada por

p(x) = [ p{z}B8)£(0)de YxeX
o

que na verdade, para cada ponto =z de X, & o valor esperado de
p(z|0). Esta fungao de probabilidade & denominada de "funcao de
probabilidade preditiva™ ou "fungao de probabilidade de predigao”.
E necessario ressaltar o fato de que,muitas vezes, a distribuigao
a priori de 6, no experimento X, pode ser a distribuigao a pos
teriori de 0 no experimento Y. Ou seja, no lugar de £(8) po
deriamos escrever £(6]y) e no caso de O ser um parametro asso
ciado 2 X e Y teriamos X1lYl6 o que implicaria em substituir
mos p{x) por p(x|y). Isto &, se 8 & um parametro associado

a X e Y, a fungao de probabilidade preditiva de X, posterior
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a Y, e calculada como

plx|y) =J p(x|8)£(e|y)de.
. 0

2.2 DISTRIBUIGOES DERIVADAS DO PROCESSO DE BERNOULLI

Consideremos uma sequencia Ul’UZ"" de experimentos oz
de, Yi=1,2,..., Ui pode assumir apenas dois valores 1 ou zero.
Suponha tambem que, na Sua opiniao, essa sequéncia seja pernuta
vel. Ou seja, ¥Yn=1,2,..., se (il,iz,...,in) & uma permutagio
de (1{2,...,n), entao P(U, = Upseee, U =u )=P(U,; =Ug seee U =ug )
onde (ul,...,un) ‘e um vetor de zeros e uns. Com apenas esda
restrigao de permutabilidade, que corresponde a dizer que os ratg
los sao nao informativos, pode~se provar que existe uma quantida-
de desconhecida 8 ¢(0,1) tal que, coﬁdicionalmente a g, UI’UZ“"
Sa0 mutuamente independentes (escreve-se (Ulllﬂzjl;..)lﬁ ou

I]uile) e P(Ui =31)=8 VY¥i=1,2,... Este resultado & conhecido
i=1 )
como Teorema de De Finetti e tem consequencias importantes para a

inferencia Bayesiana.

Condicionalmente a 0, a sequeéncia U;,U,,... recebe o
nome de processo de Bernoulli e muitas das distribuigces discre-
tas conhecidas sio obtidas de transformagSes desse processo. Ini
cialmente, consideremos uma regra de parada & que, para cada
i=1,2,..., apos observar (Ul""’Un) decide se observa ou nae

Un+1'

A primeira distribuigao que discutiremos aqui & a Bi-
nomial. Se 60 2 a regra que sempre decide parar na observagao
de Un onde n e um inteiro fixado, temos que para qualquer ve

tor (ul,...,un) de zeros e uns,

-

=u_[8) =07(1-0)"77,

P(Ulalﬁf""ﬂn

onde =z =u;+...%u, € o numero de uns da sequéncia. A variavel
X=Up+.e. U e dita ter distribuigao Binomial com parametros
n e 0O e escreve-se X|(n,9) ~b(n,8). Quando n (ou 60) egti

ver implicito no contexto, escrevemos X|8 no lugar de X|(a,8).
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A distribuigao de probabilidade associada a X tem a seguinte ex

pressao!

p(x|8) = (Do (1-0)"""

onde (;)==———E;——~ e x€¢{0,1,...,n}. As propriedades da dis-—
i {n-z)! -
tribuigao Binomial serao dlscutldas de forma mais geral na segao

2.3'

Consideremos uma regra Ga que decide parar na observa-
30 de U se o vetor (u,,u,,...,u_._) ossuir um ntmere o«
¢ yia 1772 y+a
(fixado) de uns; iste e, se u,+ ...+ u =0. Assim, podemos de

1 +a
finir um experimento Y tal que Y+ Xk YE o nimero de observagces
(de experimentos Ui) necessarias para obter—se um niumero fixade
o de sucessos (de uns). Dessa forma Y & o nimero de fracassos
(de zeros) antes de se obter o a-esimo sucesso. A variavel Y as
sim definida e dita ter distribuigao Binomial negativa com parame
tros o e 0O e escreve-se Y|(a,08) ~bn(a,8). Nao & dificil pro
var-se que a distribuigac de probabilidade associada a Y tem a

seguinte expressao:

p(yle,rx)=(°‘+y 1yg%(1-0)Y = &'f;ll %1 -9)7
y-

onde ye{0,1,2,...} e T(.) & a fungao Gama.

Note que, da forma como definimoes Y, ¢ & um inteiro po
sitivo. Contudo, essa restrigao nao & tao importante pois, para
qualquer valor real positivo de o, a fun¢iao acima continua sendo
uma fungao de probabilidade. Esta afirmacao pode ser provada usan

do-se o seguinte fato:

i

para todo o« € (0,») e qualquer B8 €{0,1). Alem dessa igualdade,
um bom exercicio para o leitor seria verificar se a media e a va-

riancia de Y opossuem as seguintes expressoes:
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a(l - 8)

E{t|(a,08)} = 5

Var{Y|(c«,8)} =E£l;%§l_
8

¥o caso particular de a=1, a distribuigao de Y toma o nome de
@istribuigio geométrica com parametro @. Se Y, ,Y,,...,Y, sao
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

i.i.d.) segundo uma geométrica de parametro 8, entao,

Voltando i sequeéncia inicial, UI’UZ""’ e fixando um in
teiro positivo N, vamos supor que o parametro de interesse seja
U =U1+U2 + e +UN' Contudo, suponha que apemas n- (<) dentre
os !N primeiros experimentos possam ser observados. Como a se
quEncia Ul’UZ"" e pe;mutﬁvel,-pode—se considerar,éem perda de
generalidade, a observagao das n primeiras variﬁveis,UrUz,;.,Un
Usando~se o resultado de De Finetti, tem-se que X=U  +... +Un e

1
w-X==Un L +U“ sao condicionalmente independentes, dado 8.

Isto €, ;ﬁjﬁ¢-x)[6 ;  além disso, podemos escrever X|8 ~b(n,8),
w|6-;b(N,B) e (w-x)]ég-b(N—n,e). Note que, como Y & o para-
metro de interesse e X, sendo suficiente para Ul,."..,Un com re
lagao a 0, & o experimento observavel, o nosso objetivo princi-
pal & encontrar a fungao de probabilidade de X|¢. Por outro lado,
¢ & suficiente para (U,,U,,...,U ) em relagao a 6 e assim ,
como X & fungao desse vetor, X|y tem a mesma distribuigao de
x|(8,¥). Usando-se as regras do calculo de probabilidades e as
propriedades acima, temos que!

} 0y = BK,010)
B(x[9) = P(X|Y,0) = oA

. B(X,u-x18) _ P(X|®)P(y-X[6)
P(y{0) P(y]6)
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Assim, X|y tem fungao de probabilidade
n, f-n v, N-1
(m)(w~x) =(x)(n—x)

N o
) ¢

plzly) =

onde, max{0,(n~H+¥)} <a <min{n,¢}. A variavel X & dita ter dis
tribui¢aoc hipergeométrica com parametros N, m e . A notagao,

quandoe ¥ e n estao implicitos, sera
XHJ ~h(N:“:¢’) .

« » . - - - ’
Un bom exercicio para o leitor seria verificar as seguin
—~ - - .-~ . .~ -
tes expressoes para a media e a variancia de X e a covariancila

entre Ui e Uj’ i,j <n:

E{Xllp} £np,

N-n
N-1

1

Var{x|v} =ap (1-p)

1 . g
1’ i#dj=1,2,...,n,

-

Cov{Ui,Uj|¢}==p(1“P)

]

onde ==,
P H

0 elemento Ui da sequgncia UI’UZ"" e na verdade uma
variavel que serve para indicar a categoria, dentre duas alterna-
tivas, a que o elemento i pertence. A generalizagao para k (>2)
categorias & natural, bastando para isso que usemos a base orto-
nermal de :mk noe lugar de 0 e 1 ou, equivalentemente,no lugar
de (2) e (é). As distribuigoes multinomial e hipergeometrica mul
tivariada, discutidas na sequéncia, sdao distribuigoes derivadas de

tais generalizagoes.

Para complementar esta segao, apresentaremos a derivagﬁo
de uma distribui¢io bastante Util na infereéncia Bayesiana. Vamos
supor que O pa:ﬁmetro de interesse seja o nlmero de fracassos A
antes de observar-se o g—-ésimo sucesso. Contudo, apenas podemos
observar o nimero Y de fracassos antes de obter~-se o a-esimo

(a<o) sucesso. Como o e a sao fixados, podemos escrever,
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Al6 ~bn{a,8) , ¥|6 ~bn(a,s)
(A-Y) |8 ~bn(a-a,8) e Yll(l—Y)'B.

Como antes, o nosso objetivo e descrever a distribuigao de’ Y]A.
Assim que o leitor perceber que (A,a) & suficiente para Y e
{A-Y), com respeito a 6, o problema torna—-se semelhante ao caso

da hipergeometrica e obtemos, analogamente,

P(Y|A) =P(Y|A,8) = P(Ylﬂ)P(A-Y[p).
P(A|0)

A funcgao de probabilidade de Y|X tem a seguinte expressao:

AT (a) T(y+a) T(A-y+a~a)

p(y[A) = T(Aa) yiT(a) (A-y)!T(a=-a)

y e{0,1,...,A},

Para futuras referencias, escrevemos a, mno lugar de
0@ -a e assim temos que Y tem distribuigao Beta-Binomial com pa

rametros, A, a e a; e escrevemos

Y|(h,a,a5) ~Bb(Asa,a0) .

As propriedades dessa distribuigao serao estudadas no ca

so geral da Dirichlet—-Multinomial, que aparece na sequeéncia.

2.3 A DISTRIBUIGAO MULTINOMIAL

Sejam Y , @ =1,2,... variaveis aleatorias cujos possi-
veis resultados siao os vetores '
Yo =ceOa’ela""’eka)
com exatamente uma componente igual a 1 e as demais componentes
iguais a 0. Sejam 80,91,...,6k as probabilidades de
Y, =(1,0,...,0), Y, =(0,1,...50),...,¥,

mente, com Bi‘>0, i=0,1,...,k; ¢a=1,2,... . Dado um numero in

=(0,0,...,1), respectiva-

teiro n>0, defina
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Xi=a£12m » 1=0,1,...,k,
de modo que
k
90=1—)ljei ,
k
xoun-%xi .
Seja ainda
X =(X1""’Xk)’
e
8 =(61,...,6k).
Defini¢ao 2.1 - Se o conhecimento de 0 torna as variaveis

Yl,...,Yn independentes, entac a distribuigao condicional de X
dado, 0 chama-se Distribuicdo Multinomial com parametros 0 e n,
e & dada por

xr

[ b

k 6,
" i

P(X==z|8) = n!

z i »
i=0 *i°

=

definida para s >0, inteiro, i=1,...,%, Xx <n, 8i> 0,

i-

-

» k
i=1,...,k, Eﬂi< 1. Para representar a distribuigae multinomial
1

eécreveremos
x|e ~M, (n;0).

Quando k=1, a distribuigao de X[® coincide com a distribuigao

binomial estudada anteriormente.

Exemplo 2.1 - Sejam A, B dois atributos, cada um deles presen-

te ou ausente numa populagzo. Entao, cada elemento desta popula

~ o y .
¢ao pode ser classificado em exatamente uma das 27 =4 categorias
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A B a Ya
presente presente 0 (1,0,0,0)
presente ausente 1 (0,1,0,0)
ausente presente 2 (0,0,1,0)
ausente ausente 3 (0,0,0,1)

De acordo com a notagao acima, podemos escrever
X[B‘-M3(n;8).

Se 6=(.20,,30,.15) e n =10, entao

x

3 g1
P(X =x|6) =10! T —— ,
i=0 Ii-

3 3
com xg =10 -Jx,, 8, =1~ 18, = .35.
1 1 ‘
Assim, para calcularmos a probabilidade de =z =(3,2,3) dado 8,

utilizamos a expressao acima e obtemos

(.35)%¢.20)3¢.30)%¢.15) 3

)
P(x=2]0) - 10! 2'312!3!

= 0.75% .

A seguir, verificaremos algumas propriedades da distri-

buigao multinomial,

Resultado 2.1 - Se Klﬂ-ka(n;B) entao

1. B(X) =06, i=1,...,k,
2. Var(xi) =n9i(1-9i), i=1,...,k,

3. Cov(Xi,Xj)=-nBi8J., i#j; i,i=1,...,k.

- Demonstracao: Sem perda de generalidade, tomemos i=1 & j=2

X

k ei’L
i

E(X;)=] zyn! =5

" 1=0 i

]

onde o somatorio & sobre o conjunto S dos pontos Tyreees Ty in
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k
teiros nao negativos tais que Exi <n. HNotemos, de passagem, que
xz,
n k eil
1=(8,+6.+...+8)%=7.nl 1 .
0 1 k . 2.
] 1=0 1°

k

Por outro lado, podemos reescrever E(Xl) como

x!
TR
- - [}
E(X;) =n€; § (n ! —7
Sk 1=0 i
onde
! = -
x —(xl l,xz,...,xk)
e portanto
k k
Yoz, =Y2.-1 <n-1.
i=1 1

Como as parcelas nas quais ml==0 sao nulas, podemos incluir ape

' ~ . . ~
nas aquelas conm mlz 1. HNeste caso, ml,...,xé sao 1nteiros nao
negativos e portanto, como observamos acima, tal soma na expres

sao de  E(X)) & igual a 1. Logo E(X;) =nb,.

Para obtermos a Var(Xl) basta calcularmos E(X%), ja que

Var(K1)= E(Ki)-—Ez(Xl). Para isso, note que, usando a notagzo

’

x =(m1—1,32,...,mk),
_ z,
k 8,
pxd) =] 22 aln A
1 . x.:
Sk ].:'0 1
!
x,
9, "
=00, ] & (a-1)! 1 xf,
3k 1=0 1°
x!
k eil
= nd, ) [(ml~1)+1](n-1)3. -
=0 XL w
sk 1 i

nel[(n—1)91+1].
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Segue—~se entac o resultado proposto.

Analogamente, para obtermos a Cov(Xl,Xz),-basta calcu-

larmos E(X;X,), ja que’ Cov(Xl,Xz) =E(xlx2) —E(XI)E(Xz).

Para isso, note que =,
o
=0

o 1
E(X,X,) = ] @ z,n!
Sk 1

]
*

&

i

=R
<D
.
e

= n(n—l)elﬁz z (n-2)i.
Sk i

81

0
onde

z =(x1-1,m2—1,...,mk).
Como antes, o somatorio pode ser restrito ao conjunto Ek dos in

teiros Ei nao negativos, de modo que E(K1X2)==n(n—1)6192. Cooo

consequéncia, Cov(Xl,Xz) =-n6,08,.

Exemplo 2,2 - Se KIG ~H3(10;6), como no Exemplo 2.1, entao, con

clui~se a partir do resultado acima que
E(X) =(2,3,1.5),
enquanto que a matriz I de variancias e covari@ncias resulta enm

1.6 -.6 -.3
L=l -.6 2.1 -.45
-.3 =45 1.28

0 leitor pode verificar que os resultados acima, bem como quais-
r T
quer momentos E(Xll .o ka) podem ser obtidos facilmente a par

tir da fungao caracteristica para X.

0 resultado seguinte apresenta uma caracterizagso da dig

tribuigao multinomial em termos da distribuigiao Poisson.

Resultado 2.2 - Suponha, conhecido X =(XO,X1,...,XR), que

xo,.l....,xk sejam independentes com distribuigaoc Poisson com pa
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rametros Ao,ll,...,kk, respectivamente. Seja n um inteiro po

sitivo. Entao, dado X,
k .
(XgsXy5eeesX) |i£0xi= n - (n;0),

onda

: i .
6,= s L=1,...,k .

Reciprocamente, conhecido 8, se X-—Hk(n;e) e io,il,...,xk sao
independentes com distribuigaoc Poisson com parimetros

60,8 6 respectivamente, entgq

12k

- .k
X~(x0,x1,...,xkl_2: Xi=u).
i=0

Demonstracao: A distribuigao conjunta de XO’XL""’Xk’ dados
AO’AL""'Ak e
Ai x5
kK e Ai
PCr,yZ,se0e,x,) = 1 .

0'%1 K70 g

k k-
Alem disso, cemo iZOXi|A0,A1,...,lk~ Poisson (igoki), temos

k L,n
P{ ] X, =n)=¢ 2" /n!
i=0 *

onde




31

Portanto,
k
K P(izoxi=-nlxp,xl,...,:k)P(xo,xl,...,xk)
P(zo,ml,...,xk igoxia a) = T
P( § X, =n)
i=o0 *
P(zo,xl,...,xk) k
= T , €aso { z, =n,
PCL X =m i=0
i=0
= 0, caso contrario.
e, = ~ k
Substituindo-se as expressoes para P(xG,xl,...,xk) e P(igoxi an)

no quociente acima obtém-se o resultado desejado, ou seja

k
CXge X aeeen X izoxi =~ (n;0),

conm

k
0, =2,/ 1 A

» i“l.-o-’k-
b Y j=0

i

Reciprocamente, se X|B ~Hk(n;9) podemos reproduzir a distribui-

¢ao de X|8 a partir da distribuigio de iO’il""’Xk condicio-

k.
nal em § X; = n, tomando-se para isso

i=0
- - k
(xo.xl,...,xk|90,31,...,GQ-iEO Poisson (Gi).

0 resultado seguinte enuncia uma propriedade reprodutiva

da distribui¢ao multinomial.

r
Resultado 2.3 - Se xl,...,xr[e-qgluk(nq;e) entao

§ x| i
X |lo~M ( a_;9).
q=1 % Klga1 @
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Demonstracao: Pelo Resultado 2.2, para q=1,...,r,

N 5 |9~~q,i yooesX {x =n_, 0,

X ~,X
qO ql q1 jap 9F ¢
quJL...llqu]e e Xqilﬁi.-POLSSon (Bi), i=0,1,...,k.

'

Alem disso, por hipotese, xljl...lerle. Logo

X .. dlx le .

Por outro lado, temos

r . r .
e ~ § Xq0° { x ""fqzlqu[no'nl""'nk ,

r
V(X 10X SaeeesX )

] olle-- L j X le s

q=1 1° q=1 ¢

com
r _ .
) X191 ~Poisson (r8;), ~i=0,1,...,k.
q=1

Apiiéando o Resultado 2.2 novamente, agora com- Aiﬁ rﬁi;
- : ok ' S ‘
i=0,1,...,k e X n., obtemos o resultado proposto,

1=0

0 resultado seguinte trata das d1str1bu1goes marglnalsde

uma distribuigao multinomial.

Resultado 2.4 - Se X|B-—Mk(n;6) e Ao,Al,...,Ar 2 uma parti-

¢ao do conjunto de Indices {0,1,2,...,k} entao

cg xi...-.g x;)le~M (n;07 ,
1 r
onde .
'-
9 | &E ei,...yg 8,).
1 r




33

Demonstracao: Pelo Resultado 2.2 podemos escrever

~ | kL
(xo,xl,...,xk)[e-xo,xl,...,xk"{oxiau s 0,
: _ ;s
cCom

iolL...Jlikle e iilai-Poisson (Bi), i=0,1,...,k.
Como consequencia,

(1 xi,....E X,) |8 ~(] Kiseonsl xi)l‘)ig: X, =n , »e .

AO r At'.l A1.' q

com

) X )---UY %.18 e I X.~Poisson (] 6.), q=0,...,r.

AO i A i A L A *

r q q
r o .
Como E .Z Bi =1, segue-se do Resultado 2.2 novamente, o0 resul-
q=0 A

q
tado proposto.

Exemplo 2.3 - Suponha gque K|9-Hs(10;0), com & =(,20,,.30,,15),
como no Exemplo 2.1. Tomemos Ay ={0,1}, Al = {2,3}. Entao

A{ xi|e = x2+x3[a ~M,(10;8,+68,) ,
1
ou

X,+X, |0 ~ 2, (10;.45) .

Analogamente
x0+x1|e-1-11(1o;.55),
X +X,]0 ~ M, (10;.35),

lee-al(m;.m).

Mote que, em geral, se X|0 ~M (n;0) entac X,|6 ~MU (n;68.);
i 1 L

iﬂl'o--,-ko
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Resultade 2.5 - Se X]B —Mk(n;B) entiao

(Xl,...,xq)qu+2,....xk,x0, Q-Hq(n-x - e xk-mo;er) ,

q+2

conm
' 8.

0; = L y i=1,...,q9 ,

91 + i +0q+1
8
- qtl
8, .

Demonstragao: Do Resultado 2.4, temos

. '
(xq”_,.. 2 X, Xy) lo ~ Mk_q(n,ﬂ )
com

87 = (8 ,prre18,,00) 4

enquanto que X ~M (n;6). Dividindo a expressao para M, (n;8) pe
'k k =

la expressao de Mk;q(n;ef) obtemos a distribuigao procurada.

Exemplo 2.4 - Tabelas de Contingéncia 3x3.

Suponha que X|9-M8(n;6), como numa tabela de contingen

cias 3x3:

Aplicando o Resultado 2.4 obtemos

(Xy,-%; )0 ~My(n508"), 0’ =(8) ,8,), 05=0, .




35

Este mesmo Resultado, diz-nos que

!
(xn,xu,xﬂ) |e ~M3(n,6i) .
con

8'.=1-0,

t
0; = (8 1293537 oi i.?

i i1°9

i=1,2,3 .

Podemos entao aplicar o Resultado 2.5 para obter a dis-
tribuigao de probabilidade de cada linha da Tabela de Contingen-~
cias, condicional na respectiva soma, ou na soma das outras duas

linhas.
Temos entaa

r
(XjpoXy) M=y 0 0 ~My(=; 500) ,

com

[ r

0 seguinte resultado, expressa a distribuiqao de XiB em
termos das distribuigces condicionais, de cada linha da tabela,
na sua respectiva soma, e em termos das distribuigoes destas somas.

Resultado 2.6 - Se X[B-—M (n;0), como numa Tabela de contin;

2
r -1
géncias rxr, entao P(X|8) pode ser escrita como

r
PCxl0) = [0 PCXyseenn Xy g leg SO ]P0 Loenux y]0).

Demonstragao: Temos:
3 exll emrr
TS DS S A
P(x{08) = n'w - nt = i
i’ 11° " Frr*
' . . x.
r it ei] il eir ir nt %y, Zr.
- L0 () e gD x —2—— 9 .0t
1 Tipere Tipe 1o Le Ty, e,
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Dos Resultados 2.4 e 2.5, como no exemplo anterior, reco
nhecemos cada um dos primeiros r fatores acima como as probabi-
lidades de cada linha da Tabela, condicional na sua respectiva so
ma, e reconhecemos o ultimo fator como sendo a distribuigao de

probabilidade conjunta para as somas destas r linhas.

Corolario 2.1 --Se X[8-M 2 (n;8), come no Resultado 2.6, entao
' r-1

. T r
P(xlxl_,,..,xr_l.,a)u iElp(xil,...,xi’r_lIxi.,e)

e portanto, conhecidos 8, ml seees® g

(xll,...,xl’r_l)lL...lL(xrl,...,xr’r_l).

Demonstragao: Como

P(x]6) = g(x|x1‘;...,xr_l_,e)P(xl.,xz.,...,xr_l.le) ,

do Resultade 2.6 obtemos a igualdade proposta.

0 seguinte resultade sera utilizado mais a frente e con-
fere ao Resultado 2.6 uma forma de representagao candnica para
P(x[0).

Resultado 2.7 - Se X[B-—H (n;0), como no Resultado 2.6, en-

2
= ~ r -1
tao a transformagao

Ti (Bygoeeesypneensppenesd L 1) >

— (All"'"ll,r-l""’Arl""’lr,r-l’nl’""nr~1)
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dada por

[==]
et
L]

1 - 1,r-1

¢ uma transformagao biunivoca definida definida en

{o<B,, +...+8 <1; 0<®., <1} sobre o cubo unitario com
r,r-1 i]

11

. ~ 2 - . . - -
dimensao r“—-l1. Alem disso, o Jacebiano da transformagao T e

r~1 r-1 r-1 r-1
n

J=n ees T (l-n1 - awe _nr—l) .

A demonstragac e recomendada ao leitor, como exercicio.

Exemplo 2.5 - Vejamos o caso de uma Tabela de Contingencias 2x2:

11 | *12 11 12

x

21 22 21 22

n L

Para obtermos a representaggo canonica de P(X]|0) usamos
a transformagaoc T no caso r =2:
ST UALT PR TP

S PITALPTRA PP

Ny =931 4% »
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de modo que

z x xz x x x x x
1.,,711 12,72.,,%21 22, n, “1. 2.
POX[0) = (") 1 (1=2 ) TSN, T, ) (z_ dny "(-np) 77,
11 21 1.
0<hyy <L, 0<d,y, <1, 0<n <L,

2.4 - DISTRIBUIQKO HIPERGEOMETRICA MULTIVARIADA

Na segao 2.2, mostramos como a distribuigao hipergeomé-
trica pode ser gerada de um processo permutavel de variiveis de
Bernoulii. A generalizagao natural desse fato aparece ao conside
rarmos um processo permutdavel onde seus elementos sao vetores alea

torios que tomam valores no conjunto
{eo,el,...,ek}
onde

ey =(0,0,...,0), e, =(1,0,...,0), e, =(0,1,...,0),...

ek=(0,0,.-.,1)

s30 vetores de WK,

Contudo, para uma melhor ilustragaoc, apresentamos essa

distribuigao em um contexto mais intuitivo.

Uma amostra de tamanho n e tomada de uma populagzo £1
nita de tamanho N (>n), a qual & particionada em k+1 (<N) cate
gorias. As frequencias populaciénais (ninero de elementos em ca-
da categoria) sao representadas por Ygrlpseeerly e alem disso
N =w0 +w1 + .us +¢k. Baseado na amostra, deseja-se inferir sobre
($gs¥ys--+s¥ ). Correspondendo a cada p; (1=0,1,...,K), x; e a

frequencia amostral de i-asima categoria onde NExgtx b T
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Uma outra forma de descrever esse problema @ considerar
uma caixa com N bolas de k+1 diferentes cores que sao denomi-
nadas €prCyareesCye 0 ntumero de bolas com a i-asima cor
(i=0,1,...,k) e denotado por wi onde N =¢0 L P +¢k. Suponha
que as N bolas sao separadas em duas outras caixas de tal forma
que uma caixa (caixa nimero 1) contéem n bolas e a outra (caixa
numero 2) N-n bolas. O estatistico pode observar a composigio
da caixa 1 representada pelo vetor (zl,...,zk) de freguencias
amostrais. Agora, a quantidade desconhecida para o estatistico &
o vetor (wl-xl,...,wk-xk) que representa a composigao da cai-
xa 2. E importante lembrar que Vo=N -(Y +.covi) e
=n - (x

x + o +mk).

0 1

Vamos supor que, a cada (bola) unidade j(j=1,...,N) da
populagao P ={1,2,...,N} (de bolas), associamos um vetor de in-
cidencia Uj o qual & igual a e; sea unidade j tem cor ;.

0 pardmetro de interesse e o vetor
P "('pli‘bzs'-"‘bk) =U1+ Uz“' ---'l'“N.

. » . A
Dizer que a selegao e feita ao acaso, corresponde a di
~ - . - - ~ ~
zer que a selegao e feita no conjunto P de rotulos que sac nao

informativos sobre os valores de UI’UZ""'UN'

Assim, selegao ao acaso corresponde a considerar-se que
(UI’UZ""’UN) € uma secgao finita de um processo permutavel e
dessa forma gualquer vetor de n componentes extraidas de

{UI'UZ""’UN} tem a mesma distribuigao de (Ul,Uz,...,Un).

Este fato implica que X -(xl,...,xk)- U1+ Uz+ ...i-Un
tem a mesma distribuigdo do vetor de frequencias de uma amostra

casual de tamanho n.

Como no caso univariado, o nosso objetivo & encontrar a

distribuigao de (xl,...,xk)l(wl,...,wk). Isto e, a distribuigaoe
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de (Ul +een +Un) |(U1 L UN) « WNovamente, usando-se os resul

tados de De Finetti, existe um vetor (30,91,...,Bk) s, onde Bi >0
(i=0,1,...,k) e 604-01.+... +Bk =15‘tal que rgauj,(eo,...,ak)
e P(Uj=ei)=6i, ¥i=0,1,...,k e j=1,2,...,N. Usando a nota
gao @ =(Bl,.‘..,8k), esses resultados produzem os seguintes fatos:

(i) ‘JJ|9~Hk(N;9)

(ii) x|e ~ My (n;0)
(iii) (y-x0) |8 ~ M, (¥-n;6)

(iv) (-0 [[x|e

Usando-se os resultados da segao anterior e seguindo as

mesmas etapas do caso univariado, obtemos a seguinte expressao pa

ra a fungao de probabilidade condicional ' de (xl,.,..,x dado

(wls----‘bk‘)=

)

N T
GG S
0 1 k
p(xls"'szk!'p)" i3]
5

onde Yyt +e.. kY =N, zobz, koo tT =0 e max{O;n—FN-wi)} <
xif{min n;l{)l}. Essa distribuigao & denominada Hipergeomatrica mul

tivariada e a seguinte notagao serz usada na sequéncia:
XI‘JJ ~Hk(N.n,¢) .

Sugerimos que o leitor encontre E{Xilwi_}, Var{Xil!,bi} e
Cov{Xi,Xj |(l,bi,lbj)}. Um bom treino seria encontrar a distribuigae
de aOX0+... +akxk](¢!1,...,¢1k) onde (ao,al,...,ak) & um vetor

fixado de zeros e uns,

2.5 A DISTRIBUILGAC DIRICHLET

Ha Sec;f:_'iO' 2 deste Capitulo apresentamos a distribuigis Hul
tinomial .tik(n;e). Mesta Segao apresentaremos a classe ‘de distri

buigoes Dirichlet definidas nos pontos 0, tais como os parimetros
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do modelo Multinomial.

Definigao 2.2 - A fungao

a.-1

lf Kk E)i1

g(a "..'e-)zr( a') I[ "
1 k i=0 Y i=0 I'(a;)

3R

definida para os pontos 90’61""’9k’ tais que 8. =1,

. i
0<8; <1, i =0,1,...,k, onde a; >0, i=0,1,...,k sgooparﬁmetros,
chama-se fungao de densidade Dirichlet com parametros Qgs@yseserye
Notagao: O simbolo @ ~ D (a;a,) sera lido como "9 tem distribui-
¢2o Dirichlet, com dimensaec k, parametros a e parametro comple
mentar ao" e representa a distribuigio de probabilidade conjunta
de © =(61,...,Bk) definida acima, cujos pardmetros sao

a =(a1,...,ak) e a Salientamos a como "complementar" ape

0°
k

nas no sentido de que a0~1 e o expoente de By =1 - ) ei.
i=1

Resultado 2.8 ~ A fungao dada pela Defini¢ao 2.2 & uma fungao de

densidade.

Antes de demonstrarmos este resultado, vejamos como a dis
tribuigzo Dirichlet estd naturalmente "conjugada" com a distribui-
gEo Multinomial.Para isso, lembremos que a notagao X[9 ~Hk(n;6) in
dica que a distribuigzo conjunta de X =(X1,...,Xk) condicional em
0 =(BI,...,9k) & multinomial (dimensao k) com parametros n e prg
babilidades de ocorremcia

61,...,9k, o

A partir da distribuigao condicional de X e da distribui
¢ao marginal de O podemos calcular a distribuigao conjunta de X
e O, bem como a distribuigao condicional de @ dado X. Temos o

gseguinte resultado:
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Resultado 2.9 - Se g ~Dk(a;a0) e X|o ~M, (n;8) entio

8|z ~Dk(a+x;a0+r0).

Demcnstragao: Pela formula de Bayes, temos:

f(e|x)==p(x|e)g(e)/Jpcx[e)g(e)de.

=g a.-l
| k 8. { k 6
Como P(z|8)g(B)==z! 1 ——T I'(}a. )H ———_T segue—se que
0 *i

o denominador de £(0|x) & dado por

k
]
x'r(g“i) k a +z, -1
—— nei_ de .,
Note que o fator multiplicando o resultado da integral acima apa-
rece em ambos os lados do quociente £(0]|x), simplificando o re

sultado para -

k ai+xi-1 k ai+m.—1
£¢0]x) = ne, b - /[ t
' 0

-

Pelo Resultado 2.6, a distribuigdo condicional de X dadeo N e
Dirichlet (dimensao k) com parametros a1+zl,...,ak k © parame

tro complementar agte,; ou seja:

X[z ~D (a+m a +z0) .

Exemplo 2.6 - Suponha k=3,

M6~Mﬁ2me),
cpm

6=(.2,.3,.1) ,

Alem disso
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com

Entao, pelo resultado anterior, a distribuigao a posteriori de @

dade x, quando

z=(1,5,2)
za =20 -8=12

e ainda um membro da familia de distribuigoes Dirichlet com para-

metros

a'=a +x =(2,2,1) +(1,5,2) =(3,7,3)

! = . = =
ag =ag ¥ T, .2 +12 =14 ,

Vejamos em seguida a demonstragao do Resultado 2.6, do qual deve

mos mostrar que

k a.-1 My
J A eil d9=‘g—k—-—— »
5170 r(ya;)
0

para todo a, >0, i=0,1,...,k, k>1 inteiro, e S ={(0.,...,98,);
K i 1 k*

0 <ZBi <1, © <Bi <1, i=1,...,k}. Tal resultado depende apenas da
1

seguinte transformagao de variaveis:

8 =v2(1 - “’1),'

83=\)3(1-v1)(1—v2) »

B, =V (1-Vv(1-vy) eu (1-v ),

que relaciona univocamente o conjunto S e o cubo unitario
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(0,1)x...x(0,1) em]Rk- A matriz d8/dv & triangular, de modo que

0 seu determinante J & o produto dos elementos da diagonal.

Ou seja
J=1x (l—vl){l-ul)(l-vz)...(l—vl)...(l—vk_l)

k-2

(1-u1)"'1(1-v2) e (ley, )50,

ja que
(Ul,...,vk) c(0,1)x...x(0,1)

Note ainda que

90=1—61-...—9k

= 1—v1~v2(1~v1}—v3(1—v1)(1-v2) - e -vkcl-vl)(1~u2)...(1—v)k_1

=(l-vl)(l—vz)(l—v3)...(l-vk),

Substituindo os valores de Bi por seus transformados e mulctipli

cando pelo Jacobiano da transformagiao, obtemos

k ai~1

ns. dg =
[V S
S

1 1 al—I a2-1 a, -1
RN N (uz(l-vi)) oo (vk(l—vk_l) e (l-vl)) X

a0~1
((1;v1)(1—v2) - (l—vk)) X

k-2

. k-1
(l—vl) (1-v,) .o (l-vk_l)dv

1 la-1 a.ta,+...4a, -1 a. -1 a. .+, . .+q -1 a, -1 -1
. 1, %™ K %2 073"y @
j . [ vl (1 vl) v, (I—vz). ...vkk {l—vk) 0 dv
0 0
k
i} I‘(al)I‘(a0+a2+...+ak)x F(az)r(a0+a3+...+ak) . F(ak)F(aO) gr(ai)
k LR _3 »
r k
r(Ja,) (@gtayt...va) Magrag) 13,y
0 ot

concluindo a demonstragao.
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Exemplo 2.7 - Suponha k=1, de modo que a distribuigao de

6 ~D1(a;a0) e dada por

T(a.,+a.) a,~1 a.—~1
g(0)=—L2 9% 9! (1) ® , o0<o8<1,
P(al)f'(ao)

para a >0, ag >0. Neste cagso dizemos que X tem uma distribui-
¢ao Beta com parametros a, e a;. Usaremos a notagao .

X-B(a1;a0) para indicar a distribuigao Beta. Em particular, no
te que a distribuigao Beta (1,1) coincide com a distribuigzo uni-~-

forme em (0,1).

Exemplo 2.8 - Suponha ainrnda k=1. Portanto, como vimos no Re

sultado 2.7, se X|B-M1(n;61) e ] ~D1(a1;ao) entao
8lzx ~D1(m1+a1;xo+a0). Isto &, conjugando-se a distribuigao Bino

mial Ml(n;el) com a distribuigao Beta (al,ao) obtemos a poste

riori uma distribuigao Beta com novos parametros a =al+xl}
':
ag=agtzy.
Resultado 2,10-- Momentos de 0.
Se 0 ~Dk(a;a0) entao
k
r r r¢ ag) Kk Tla.+r.)
1 ky _ 0 ] 3]
E(6," ... 8 7)-=

I k
1 I'(a.)
I'(a, + Eai+ %ri) hi

para todo conjunto de inteiros nao negativos Tyseeeslye

Demonstragac: O resultado acima segue diretamente da Definigao
2.2,

Corolario 2.2 - Se @ —Dk(a;ao) entao

a) E(ej)=-—l-g jml,eeask ,
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[

k
ajéai-aj

b)  Var(e;) = lf - lf s icl,..0,k,
(la.) " (1+ }a’)
0 o'
-aiaj
c) Cov(ei,ej)= X s 1#3 .

k
(gai)(1+ gai)

Demonstragao: 0s resultados acima seguem diretamente do Resulta-

do 2.8, escolhendo-se rl,...,rk apropriadamente.

Corolario 2.3 - Se § ~Dk(a;a0) entao a distribuigio conjunta de

81,...,Gk e ideéntica i distribuigao conjunta de Vyse+-sVy onde

V., ~D.(aq.;a. + Z a.)
i 1*7i*70 551 J

€ Viseee, vy sao independentes.

Demonstragao: Basta definir vl,...,vk a partir de 61,...,6k
pela transformagao vista, na prova do Resultado 2.6,

0 Corolario 2.1 mostra-nos, em particular, que a distri-
buigao marginal de qualquer 8, @ Dirichlet com dimens3o unita
ria (ou seja, uma distribuigio Beta). Mais precisamente, se
8 ~Dk(a;ao) entao

0, ~D,(a.za,+ § a.) ,
i 17170 7 L4,
j#id
pois Vi sel na transformagao construida na prova do Resultado
2.6 e tal resultado vale simetricamente para qualquer outro indi-

ce escolhido.

Em seguida, vejamos como a distribuigao Dirichlet pode
Ser caracterizada a partir da distribuigao Gama, Este resultado
serda utilizado logo ;m seguida, quando estudaremos a distribuigaoe
conjunta para subgrupos de Xl,...,Xk, ou para certas transforma-

goes destas variaveis. Para isso, lembremos que a distribuigao
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Gama com parametros @ e ¢ & dada por

c (cu)a-le—c\)

g(v) @ _ ,

para v >0, ¢c>0 e aq>0.
0 leitor pode verificar, por exemple, que

}.‘I(\))='E . Var(\))=—%.
c

Resultado 2.11 - Suponha que vi-Gama(ai,c), i=0,1,...,k, inde-

pendentes, e defina

Entao (91,...,GR)A-Dk(a;aO), onde a =(a1,...,ak). Reciprocamen
te, se @ ~Dk(a;a0) entao para quaisquer distribuigoes Gama,
vi—~Gama(ai;c), i=0,1,...,k independentes, temos que a distri-

k

buigao conjunta de \;j/(\)0 +§vi),j =1,...,k a D (asay).

Demonstragao: Para obtermos a distribuigao conjunta de LB TRRRIL

comegamos com a transformagao

k
V=0 (Vg * fvy)
0
: k

Ve =0, (vg + )ivi)

\’0 =
Como
k k k
;"i - §°i("o + §"i)
segue-se que k
k %9'
g“i *Vo K
1-76,
1
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Portanto

o e Fa3
==}
e

vj =ej(vo+v0
1..

L e Yol
D@ .
"

k
="o"j“1‘§9i) y i=1l,...,k ,

de modo que a transformagac acima pode ser reescrita na forma

k
vy =vg8, /(1 Exi)

<
u

K
2" Vp8y/(1- §Xi)

k
Vi = Vg8 /(1= gxi)

u0=w

Calculando 8(61,...,Bk,BO)IB(Bl,...,Bk,m) obtemos

[ 1-76,+0, 8, 8, ’
5 5 e 7 0
(L-38,0° (1-7e,) (1-§6,) *
% 1-10;+0, %
5 S e 5 0
(1-30,)° (1-1]6)) (1-108,)
Vol : : :
0, 0, 1—)jel+ek
) 7 - 7 O
(1-30,)° (1-18p) (1-}8;)
| 1
0 0 0 —
L. \’0 _




k

Chamando 60 =]~ Zei, podemos calcular o deter
1

triz acimaj;

~
60+61 91 61
82 Bo+62 ‘e 92
v
J =det -2 .
) 2 .
%
Bk Bk oo 60+Bk
| 0 ¢ ‘e 0
80+61 90 ‘e
] -8, ...
k41 2 2 0
Yo, %
=(——i-) — det .
v .
80 0
L Bk 0 “ s =
- k
8+ 18; O ...
1
a "e LRI
K+l 2 2 0
Vo, %o
=(——i) — det :
v -
60 g
. L ek 0
k+l .2
\ 8
== 2 e le-pkl
] 0
o
Portanto, o Jacobiano |J| da transformagao e

minante

J da

49

ma-
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Por outro lado, a distribuigao conjunta de VosVys e Vy 4

a, -cv, a,.-1
k 1 1 1

f(vo,vl,...,uk)= g c e v P(ai), a, >0, ¢ >0,
e, como consequencia, a distribuigao conjunta de 61,...,9k,m e
8(BysnsB8y,0) =f(v0,u1,...,vk)l.1|
i
0.
k i
1 a.-1
gai C(m+w§E—)wao l[k Bi : 1 mk :
= c e |0y, ) —-———]———— de, ...d0, du
T(ao) 1 0 80 T(ai) e13+1 1 k
k
%a. -e %ai—k ai—l a -1
_ O Pold, {ﬁ ! ]"’"‘ 0 Lt
60 1 F(ai) F(ao) e1(;4—1
k
a.-1 ¢ Ja.-1 a -1
i Xa. -Cce 8 0
{1}{ 93 ] o' eo(w)o 0 o=t
= 11 c e a .
1 F(ai) 90 F(ao) 0

Logo, a distribuigaoc marginal de 91,...,9k e

a.,-1 X %a -1

i Ya. w i _
k 0, 6 Lty w O 0~ Ldu
I vy 1© @ 0 (g 0 y
0 i 0

Entretanto, a integral acima, vista com argumento V =w/90 e com
k
parada com a integral de uma distribuigao Gama(zaic), tem como Va

k
lor F(Zai). Neste caso, obtemos o resultado desejado, ou seja
0

’ ai_l
k k Bi
Bl,...,Bk-.I‘(%ai){)[-f-(-&? H

8 ~Dk(a;a0).
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Reciprocamente, suponha que 6 ~Dy(asay) . Entao, fixado ¢>0 qual

quer e tomando V- Gama(ai;c), i=0,1,...,k independentes, te-

mos
v v
1 k
E yav ey E ~Dk(a,a0).
v, + v, V. + YV,
0 1 i 0 1 i

Vejamos em seguida uma aplicagao imediata desta caracterizagao:

Resultado 2,12 - Se @ ~Dk(a;a0) e I;,...,1 & uma partigao
dos indices {1,...,k} entao

(] 8.5eees I 0)~D () a.peees V a.jay).
jer, i’ jer_ J r jer; J jer 470

Demonstragao: Do Resultado 2.9 sabemos que

A" v
1 k
(Ogr00ea8p) ~ (7,

""E_—)’ con
T8

v; ~Gama(ai;c), independentes, i=0,...,k,

Logo
jcz:IIvJ jglrvl
('zi'ej’.."'gI Bj) ~(—_E__—""r—7€—_—)’ com
el I€i; gvi gvi

{ V. ~ Gama( { a.jc), independentes, t = 1,...,r.,
jeIt jaIt

e independentes de Voo ja que II""'Ir e uma particao dos Ig

dices {1,...,k} e Vo rVpseeesVy sao independentes.

Aplicando novamente o Resultado 2.9 para a nova colegao

de r+l distribuigaes Gama, independentes, notando ainda que
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(=Y b

X
v,=v . + } Y} v,
70 e jer ? ’

obtemos o resultado proposto.

Corolario 2.4 - Se B~Dk(a;a0) e I<={1,...,k} entao

Yoe.-0,CYasza,+ ) a).
jer 1 Lijer 2% jerd

Com efeito, aplicando o Resultado 2,10 a partigao (I,Ic) obtemos
(291-2 Bi) ~D2(Eai,z ai;ao).
I It: 1 Ir:

Do Corolario 2.2 segue-se que

8. ~D, () a,say+ } a.).
izx T AT

Resultadoe 2.13 - Se e~Dk(a;a0) e I .-l ¢ uma partigao

de {0,1,...,k} com, digamos,

{1}e=1 {2}=1 ..,{r}CIr, entao

1! 2)'

B.

—-———'L—-—-Dl(a.; z ai), j=1,...,r, independentes.
I 8; I jer, ,

i€r, i4j?

Antes de demonstrarmos o resultado acima, vejamos o significado

da notagao no enunciado proposto:

Exemplo 2.9 - Suponha k=38 e

I, - {1,2,3} ,
I, ={4,5,6} ,

I3={7.8,0} .
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Entao, digamos,

9
———— ~D,(a,ia,ta,)

94 ;
——— ~D,{(a,;a.ta
0,+v05%0, L 4°757%67
8

0 ~D,{a zaz+a,) ,
0,+0g%8, 13472487,

a as tres novas distribuigoes s3o independentes.

Vejamos a prova do resultado.

Demonstragao: Pelo Resultado 2.9 sabemos que
. v V,
, 1 k
(elv"')ek) -~ (r": ...,-ff—’_-) ’
Jv. v,
o' o’

onde vj‘ucama(aj,c), j=0,1,...,k, independehtes.

Portanto,

Como existe pelo menos um outro Indice j* em 1. além do indi-
ce j, aplicando o Resultado 2.9 para as distribuigoes Gama en Ij

podemos concluir que a distribuigao conjunta de

» LleX. , 1 m=j*

(2]




-

onde # Ij e o nimero de elementos em Ij’ e a o vetor dos res

pectivos pardmetros a,, L& Ij' i#fj*.

Do Corolario 2.3, obtemos a .distribuigao marginal de

v,
1

"Dl(aj; ai) ’

Mo e

)
1 v €1,
ier, #i7

que & independente de qualquer outro quociente

ja que VgrVyres sV sao independentes e 11,...,1r € uma parti
¢ao de {0,1,...,k}, demonstrando o resultado proposto. Note, em

particular, que neste caso

X X
1 T
ey sy )
! x, I x; j=1 icx
1 b 9 I 1 'i‘
1 r *

0 resultado seguinte esta relacionado com a representa
cao canonica para a distribuigao multinomial, como no Resultado
2.6, e sera aplicado durante o proximo capitulo no estudo de al

gumas Tabelas de Contingéncias.

Resultado 2.14 - Se 8 ~D (a;arr), como numa Tabela de Contin-
- - r - - -

géncias rxr, e T & a transformagao definida no Resultado 2.7,
entao

r
(Xl""’kr’nl""’“r-l)'-[iglnr-l(ai;air)]Dr—lcal-’""ar-l.;ar.)

onde

_Ai-(kil’...'ki.,r—-l)’ ai'(ail,---,ai.r_l). 1’1,---»,: .




Demonstragao: Com efeito,

(01y0eens® ) =Tlay +eiiva ) x

r
lit ™t T UL P
ﬁ il i, r~1 ir
i=1
1= Tlay ) Flay ooy} Tla;))

e portanto, a distribuigao das novas variaveis & dada por

(11,----lrm1--- -;nr_l)

a,,-1 a, -1 a. -
PO UES LR TS T G U Nt S I
il i,r—-1 il i,r-1 il
P(ai.)—————— . s ny
P{a; ) Pla; D T(a; )
I‘(al.+..;+ar_)
x J x
F(al.) PN P(ar_)
onde
X -1
Js.nni » nrnl—nl-"'—nr-‘l
i=l

@ o Jacobiano da transformagzo T. Agrupando os termos

Al""’lr’nl""’nr-l segue-se o resultado proposto.

Corolario 2,5 - Alll"‘llkrll(nl"’"nrrl)'

Demonstragio: Basta notar que

11-Dr_1(al;air},...,lt -Dr_l(ar;a )-,

rr

(nl"'-”nr'l)'~Dr—1(a1."”'ar—1.;ar ) ..

em

55
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Exemplo 2.10 - Representagao candonica para Tabelas de Contingen-—

cias 2x2. .

811 | %12 Ap=0117€851%949) »
DY 0. ./¢8..+0..) ,
8,, | 8y, 21 Y21/'9217 %22
. Ny =0y1%9, -

Se 6-D3(a;a22), antao
(Aypshgysny) - Dylay 3ay5)0 €y 3a,,)D (ay %y ,3ay,%a,5,) o

A~ Dylagysagy) s

Ayp ~ Pylagyiagy) s

ny -~ Dylay *a  iay tag,)’ s

Appdlrg thng -

Exemplo 2.11 - Representagao canonica para Tabelas de Contingen-

cias 3x3.

11 12
001 | ®12l %13 ‘e M2t
821 | %221 %23 S S
2179, * *227F,
%31 | ®32-] %33 6 5
NI S
1 T T
1 3177, 3279,

0<Ai.,+ A,
1
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Se 6- Da(a;a ) entao.

33

3 .
(A,n) ~ [iEIDQ(ail’aiZ;ai3)]D2(“1.'“2.‘“3.) R

onde

A Qprdiaedardasdgdg)s a=GLay)
Alem disso
O1ohi2) - Dpla; ha;y5a,,5), i=1,2,3

(nysny) - D2(“1.’“2.‘“3.) »

CIPELPPLN I LCPYP PPO N1 N Y VOO N I G IS PO

0 resultado seguinte caracteriza a independéncia das dig
tribuigoes marginais de 9-—Dr2-1(a;a0) como numa Tabela de Con

tingencias em termos da reparametrizagao canonica.

Resultado 2.15 - Sob a representagao candnica,

ij=ei.e.j’ 1,J=1.-¢-,t D> AlzﬂAztnotunxrz’ £"1,.a-,l“1.

Demonstragao: A tabela dos eij’ segundo a transformag¢ao canoni-

ca T, & representada pelas r linhas.

A A,

FPLTEERTIR ¢ 5 VO VIRE IR

i2 i,r-l)ni v i=l,.e.,rx

it"i
onde

nl:--l--nl-...-nr_1
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Chamando a soma dos componentes da coluna £ por Bp» ob

temos para i=1,...,r} ] -1,...,:-1;

0,700 5 > Ay Epny o M A0

"zz“z' BgNy » nzf 0

lrl(l-nl = eae = nr-l) = gz(l-nl- see =M

1)

r—

—> Au’lu“""krz » £=1,...,r-1 .

Para j=r, note que a igualdade dos A's implica em

ei.e.r =ni(1-Ai1- cee = xi,r—l)- eir , 1=1,...,2-1 ,

er.e.r =(1-n1 Teee” nr-l)(l_lrl- cee” Ai.,r-l.)= err ’

concluindo a demonstragao.

2.6 DISTRIBUIQKO DIRICHLET~-MULTINOMIAL

Quande os dados seguem um modelo multinomial, normalmen-
te a distribuigao de Dirichlet & usada como distribuigao a prieri.
Dessa forma, o estudo da mistura da distribuigao multinomial por
uma de Dirichlet torna-se relevante pois, a distribuigaec marginal
‘dos dados & nesse caso uma mistura desse tipo. Especificamente,
seja (XO,Xl,...,Xk) um vetor de .inteiros nao negativos onde
g+ Xy + oo X =n e fixado e seja (80’91""’Bk) um vetor de
reais nao negativos tais que 0, +0,+...+0, =1. Com a notagao

anterior, seja 8 = (0 ,Sk), X =(X1,...,Xk) e a -(al,...,ak).

1
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Definigao 2.3~ Se 8 -~D (a a ) e X|86 - M (n;8), entao a distribui
gdo (marginal) de X e chamada de Dlrlchlet-Multlnomxal (DH) conm

parametro (n;al,az...._,ak.ao) escreve~se X -DHk(n;a,aO) ou
X ~DMk(n;al,...,ak,a0) e quando k =1, escrevemos X ~Bb(n;a1,a0)
no lugar de X ~DH1(n;a1,a0), para indicar que X tem distribui-

¢ao Beta-Binomial.

Nao e diffcil mostrar que a fungao de probabilidade asso

ciada com essa d1str1bu1gao tem a seguinte expressao:

alrca) k TFlagday)
F(A+n) ;=g xifr(ai)

P(Zy,een,2p) =
onde A=a0+a1+...+ak.
Apresentamos a seguir algumas propriedades importantes da

distribui¢ao DM. Seja X =(X1,...,Xk)~ DHk(n;a,ao).

Resultado 2.16 - Se (io,il,...,ik) & uma permutagao de (0,1,...,%),

entao

(X: 5«00y X, ) ~DM(D3Q: yeevra. ,a. ).
i i i, i,

Resultado 2.17- Se me{0,1,...,k} & fixado entao, para

bm=a1+a2 ... +am,

(X Xm)~ DM(n;al,a ..,am,A-bm) e

1*°c 20"

X, +00a + &m‘ Bb(n;bm,A-bm).

1
Esses dois resultados sao consequencias imediatas de pro
priedades analogas das distribuigoes Multinomial e Dirichlet e as

demonstragoes sao deixadas a cargo do leitor.

Resultado 2.18 - Acrescentando n.- XO + X1 ... 4 xm a notagao aei

ma, temos que,

(xl,...,xm)lnm.-nn(nm;al,...,am,ao)
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Demonstragao: Basta notar que a fungao de probabilidade de

(Xl,...,xm)lnm e obtida dividindo-se a fungao de probabilidade

de (Kl,...,Xm) pela fungzo de probabilidade de L

0 proximo resultado e uma caracterizagao importante da

distribuigao DX,

Seja (Xo'xl""’xk) um vetor aleatorio de inteires mao

negativos com n =K0 +... ka fixado, Escolha um inteiro

mc{2,...,k~1} e, como antes, denote nml=XO-F...-+Xm. Considere

o seguinte conjunto de condigoes:
(i) (xo,xl,...,xm)_[_[(xm+1,...,xk)|nm ,
(ii) (xl,...,xm)Inm-DM(nl;al.\..,am.ao)
(ii) (xm+1,xm+2,...,xk_1)lnm-vDH(n—nm;am+1,...,ak_l.ak) .e

(iii) - nm:-Bh(n;bm,A~bm).

Resultado 2.1% - O conjunto de condigoes acima & necessiario e su

ficiente para

{iv) (xl""’xk)"DM(";GI""’ak’GO)'

Demonstragao: Pelos resultados 2.16,2.17 e 2.18, (iv) implica (ii),

(ii)' e (iii). Para provar as implicagoes remanescentes necessi
ta-se apenas notar que a fungao de probabilidade DM pode ser fa
torada como:
+ ~-b +n-
{n!f(A) I.(bm nm) (A b, nm)
i _ ] -
(A+n) nm.(n nm).F(bm)F(A bm)

p(xl,...,mk)=

1 - ' - . . .
] {nm.I'(bm) B I‘(ai+xi)} x{(n n )IT(A=b ) k I'(a1+x1_)'}
1 1
T(b +n_) Lap z;:T(a;) F'(A-b_+n-n_) pagey *;-7(a;)
onde, como antes, A =ag t... ta e bm'=a0 toesta .

k
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0 primeiro fator & a fungao de probabilidade de uma
Bb(n;bm,A-bm), o segundo e a fungao de probabilidade de uma
DM(nm;al,...,ak,aO) e o terceiro e a fungao de probabilidade de

uma DH(n-nm;am+1,...,ak).

Uma propriedade interessante da DM @& apresentada abai-
xo onde considera-se wuma sequéencia (no,nl,...,nk) com
n. =XD-+... +Xm, como anteriormente. E evidente que, n, =X e

0 0
n, =n.

Corolario 2.6 - Se (x1""’xk)"DM(“;“l""’“k’ao" ento

(no,nl,...,nk) forma uma cadeia de Markov.
A demonstragao e deixada a cargo do leitor.

Para apresentar o vetor de méedias e a matriz de covariin

cia da distribuigao DM, introduzimos o vetor

a =(a0,a1;..., k)’ e a matriz

a, 0 ... ©
A: o al LN 0
0 0 P ak

Com os resultados dessa segao, temos que Xi~Bbﬁuai,A—ai)
e Xi+ Xj-Bb(n;ai+aj,A—ai-aj) Yi, j=0,1,...,k e i#j. Com

simples calculos e usando as propriedades de esperanga condicio-

z
1t E{X,} = 4 Va {x}=[ ——ﬂ—"‘*—“n
na emos que H n A > o i ai A A(A"‘l)' s e

2
(a.+a.)
1 ] A+n
, +X:} = la, +va, -
Var{xl XJ} [al aj n T

- Var{Xi}-+Var{Xj}+ ZCov{Ki,xj} .
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Esta ultima igualdade mostra que

{ } aiaj A+
Cov{X,,X.} == 21 220 4,
VAR &4 A A(A+1)

-. 5 - . . - -~ I3 o~
Finalmente, o vetor medio e a matriz de covariancia sao dados por:

E{x}=2a
{x} . e

I ., A+n
var{x} = [a 5@ a]K?z:I?tt

onde a' e a transposta de 4a.

Para finalizar este capitulo, recomendamos que o leitor
verifique todos os resultados aqui discutidos inclusive, verifi -
cando que a estatistica de Bose-Einstein (veja Feller,1968) da Me

canica Estatistica @ um caso particular da distribuigao DM.




63

cariTULO 3

INFERENCIAS PARA MODELOS DISCRETOS

3.1 DISTRIBUIGOES 4 PRIORT, A POSTERIORI

Lembremos, do capitulo anterior, que a distribuigdo a pos
teriori de © dado X =x, quando a priori 8 ~Dk(a;a0) a
X|6-Mk(n;6) 2

8|X =x ~Dk(a—+m, aq +x0),

Nesta segao, inicialmente estudaremos com mais detalhe a distribui
¢ao a priori Dk(a;aO)L na qual a=(l,...,1} com k componentes
e a,y =]1. Escreveremos 6-Dk(1'1), embora, de fato, D{1l;1) sesja

a distribuicdo uniforme em O < 6; <1, 0< 0i< 1.
i=1
Do capitulo anterior, obtemos

Gi—-Dl(l;k)

E(Qi) =1/(k+1),

—_ k
(k+1) 2 (x+2)

[

Var(8,) = =0,1,...,k.

oy

Note ainda que a fungao de densidade de 0,
k-1
g(8,)=k(1-8.)" 7,
de modo que
k :
P(Biic)=1—(1-0i), D0<e<l,
Por exemple,

Bi € (1 -3.95, 1 -5.05)

com probabilidade 90%.

A fungao de densidade conjunta de Bi, 8., i#j, cono

J
(Gi,ej)—-Dz(l;k-l), e dada por
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k-2
g(ei,ﬁj)Bk(k-l)(l-Bi-Bj) ’ 0<Bi+9j<1, k>1.

Assim,
P(6.<8,)=1/2..
(6, £0,) =1/2.
Outros aspectos desta distribuigdao a priori para 8 podem
ser verificados a partir dos resultados do capitule anterior, e
permitem que voce decida quanto a coerencia entre tais resultados
numéricos e a sua crenga inicial sobre 6. WNo decorrer deste ca

pitulo teremos a oportunidade de utilizar outras distribuigoes a

priori, além da distribuigso uniforme Dk(l;l).

Vejamos alguns aspectos da distribuicao a posteriori pa

ra 6, quando utilizamos a distribuigao a priori D, (1;1).
Temos

le--Dk(l +x; 1+xg),

e, portanto

] |a:~D1(1+x ; k+ Zx.),
3419
ou, se
'k
ne )::c.,
j=0

ei|x~D1(l+xi; k+n-z.),

1 +a:i
E(O, |z) = —— 2,

n+k+1

(k+n-xi)(1+a:i)

Var(0, [x) = .
i (k+1+n)2¢k +2+n)

A funcao de densidade de 8i|x e, portanto,
k+n-2,

T
i 1 - .
g8 lx) =8, (1-8)) /B{l+=z;, k+n=-2:), i=0,L,..,k

onde, como sabemos, B{a,b) = [(a)T(b)/I'(a+b).
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Exemplo 3.1

Se G-Dl(l,l) e observamos x =8 Sgsucessog em n=19
eventos de Bernoulli, éntao X|8-Hl(10;6) e 0|x=38 ~D1(9;3)'

Alem disso, podemos calcular
E(B]X =8) = 2 =0.75,
12

1/2 1/2

1/2

varl/ lx =8y = (2*2 """ 2 (0.014)  =0.12.
122 x13

Na Figura 3.1 podemos ver os graficos para D,(1,1) e

D1(9;3), para alguns valores de 0.
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Exemplo 3.2

Numa sequencia de 92 domicilios de um bairro do Rio de Ja
neiro, Sant'Anna (1982) observou a seguinté distribuigao conjunta
para os eventos 1ifZmofo no domicilio, F = tabagismo domiciliar ,
R = problemas respiratorios nos infantes menores de 7 anos, (l=pre

sente, 0 = ausente),

M P R Probabilidade X Freqllencia
1 1 1 91 Xl 09
1 1 0 92 Xz 05
1 0 1 93 X3 01
1 0 ] 94 XA 04
0 1 1 35 X5 21
0 1 0 36 X6 *34
o 0 1 37 X7 04
0 0 0 90 XO 14

Temos, neste c¢aso, k=7, e tomemos B-D7(1;1) como dis
tribuigao a priori. 1Isto significa que concordo,emparticular,com
as seguintes afirmagaes:

ai ~ D1(1;7),

E(ei) =1/8,

Var(ei)= 0.012,

Bi € (0.0073,0.34) com probabilidade 90X.

Por outro lado, temos X[G-M7(92;6) e portanto

6[x-D7(1-+x;1-+x0). Vejamos alguns casos em particular:

1) m,: problemas respiratorios presentes:

nl-P(R-1)=91+83+05+87

mylz~D, (4 vz 4Ty b Tg Ty LTyt ez, +z,+ ),




ou seja

Trllx ~D1(39;61).

2) 1w,: Problemas respiratorios presentes, dado que mofo

.
gismo estdo presentes.
61
T,=P(R=1[H=1,F=1)=— Lt _
61+92

ﬂ2!z-Dl(l-+x1; L+z,),
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e taba-

ou seja
ﬂzlz-Dl(lO;Oﬁ).
3} m,: Problemas respiratorios Presentes, dado que mofo esti au-
sente e tabagismo presente.
BS'
Ty =P(R=1[M=0,Ful)=—23 _
85+ 66

Tr3].r~D1(1+a:5; L+z.),
ou seja

male - D, (22;35).

4) LIS Problemas respiratorios presentes, dado que mofo esra pre

sente e tabagismo ausentea.

%3

63+ 64

T, =P(R=1]M=1,F =0) =

n4[z~D1(1+x3; L+z,),
ou seja

WAI: ~D,(2;5).

5) . Mgt Problemas respiratorios Presentes, dado que mofo
gismo estao ausentes.
e7
Tg=P(R=1|M=0,F =0)=
8,+9

e taba-~-




“513“91(1 +xg;l +x0), ou sejas

ﬂslx ~D1(5;15).

PLOT OF Pt
% {URITS

iF P2

a1 3
¥ (URITS
Y (URITS

FL

™

|y
(=]

27
% (UNTTS= E-1) 4

L

OF P4

LaT

P
% (LHITS

L.
Dpel

-

E-17 4.

E-1> 4
1) 2

=14
Y (UNITS= 1) »

+

:

X (UNITE= E-!
Y (UNITS

= Y CUNITS= 1)

= 1) 4

o«

et

Y <UH

1) 9

§.6@

9.09

g.8@

=

§.82

.68

8.80

.28

.88

R d

o

- 2T
n/ L
H/ \
=] / \.
[~ "
< / .
L ok e bnde ol L T g PRSP PR RS I Hom b h e = H ama H o b b N e e 3 e
’K._,.——n—"—usn\
> kN
[~ w
< —_ o
. -
=~ et
—_ o 4 M am M et H e M H s o b L M M AT Ll e e e e em e me ms S o =T
[
/u/ \
. AN
/ N
X N\
[=~3 / \
= S
o » \nﬁ
e Hiae Moo R Hoam Hma M Mt BT L | it mm = mr w mm mem — = e e i Mmoo o Ko P Mo H o M
o 1 Fat Ay P g
= e N e e
= o It S
. -
= w . hadial e -
T e e e e e e AT N e e
—
o M
I’ “\
N
= < e
= N "
~ v ~
-~ w
ot N—b.’-_ e B b mm o e wa m— e . = __-‘--_“_—.n_—n—N—-K—x—«—n—-u—u—-u-—u—-u—lt
W oD U D by B3 ue S U0 D UY 6D LT S UY 6D 0D S U D WD Uy = LY S U D UY OR WY D
mlnr\-cnmwrummut-r\-mﬂ;u‘;r\mmu‘:r‘.mmuwr\.-wmtnr\.cbmmr.ca
P e TS e T TN T I R T S P -
moww—---ncun:-.:mc-.lmrorﬁr-w-rrv~r-fu—;mmmx.otn-onomr\-ﬁ-rx_oo

Figura 3.1

Fungoes de densidade a posteriori para os eventos do

Exemplo 3.1, para alguns valores de 7.
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3.2 REGIOES DE CREDIBILIDADE

Nesta segao construiremos regioes R para uma variiavel

aleatoria 6-Dk(a;ao)‘ satisfazendo P{B €R)=r, onde r & um va

lor especificado, tal como 80%, digamos. Enm particular, calcula-

Temos tais regioes para O[X=x de modo que poderemos fazer afir
magoes probabilisticas sobre o estado da Natureza apds termos ob-

servado o valor x de X.

Definicao 3.1 - Dizemos que R @& uma regiao de credibilidade

r para B se P(O0€R)=r,0<r<1l. Quando além disso,existe um va

lor ¢ tal que sup £(8)<c< inf £(0), onde £(0) & a fungao
8 ¢ R* 9 eR*
de densidade de 0, dizemos que R* & uma regiao de credibili-

dade r com densidade maxima.

Temos o seguinte resultado:

Resultado 3.1 - Se R* & uma regiao de credibilidade com densi-

dade maxima, entdo R* tem volume minimo dentre todas as regioes

R de igual credibilidade.

Demonstragao: Indiquemos P(8 €R) por P(R) e o volume de R

-

por V(R). Suponha que V(R)< V(R*). Como R* & de densidade

maxima, temos
£(0') <c<£(8), VOeRrR%x, VO0'grs,

Inicialmente, suponha que RN R*¥=4¢. Entao

P(R) < V(R) sup £(8)
8eR

<V(R)c , pois RNR#x=4

<V{R%*)c, por hipdtese,

A

V(R*)c +J (£€(B8)-c)dB = P(R*),
R*
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Caso R[R*#¢, note que, indicando por R o conjunto

complementar de R em 6,
P(R) = P(R A R*) + (RN R¥),
P(R*) =P(R*N R) + P(RN R*).
Alénm disso, como RMAR* e R*(1R=R* s3o disjuntos e

V(RN R*) < V(R* [} ﬁ), segue—se, como Nno caso anterior, que
P(R N R*) < P(R*f} R). Logo, B(R) <P(R*). Vimos, portanto, que

V(R) < V(R*) — P(R) < P(R¥*),
e portanto,
P(R) = P(R*) —> V(R*) < V(R),

como queriamos demonstrar.

Nesta segao construiremos algumas regioes de credibili~
dade, sem no entanto procurar a regiao de volume minimo. De ini

cio, consideremos o caso no qual B8~ Dl(al;ao). Queremos deter

minar um intervalo (b,c)<=(0,1) tal que 8 €{(b,c) com probabi'

lidade r especificada. Para isso, avaliaremos a integral

c
P(al-fao} a,-1 a, 1

1 5l -9 a0
o Ta)T(ag)

P(6 <c) =[

com auxilio das tabelas para a distribuigao F.

Fazendo a transformagao

a 6
w=-2 ——, 0<8<1,
a 1-0
obtemos
2,"1 g1 W S
8 (1-9) d6 =
231 (Zal+ Zao)IZ
(1+'§;avm)
ou seja,

| F(Zal,zao).
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Portanto
P(Fa(Zal,Zao)f!JfFl_a(Zal,Zao))= 1- 2a,

cu

1
P( SW<F,_ (2a,,2a.)})=1- 2a
F (2a_,2a.) l-a 1 0 ’
1-a 0 1

para facilitar o acesso as tabelas usuais da distribuigao F. Re-

escrevendo os limites do intervalo para O, obtemos

b1 1
1-b ag Fl_a(Zao,Zal)
a
e .M
= Fl_a(Zal,Zao).
l-¢ a,

Er resumo, podemos enunciar o seguinte resultado:

Resultado 3.2 - Se 6 ~D1(a1;ao) entao:

Y=r,

onde

O = qf - ' =
T F1+r(2a0,231), F F
2

1+r(2a1,230).
2

Hote que o intervalo acima & tal que

P(6<b)=P(B >c) =(1-1r)/2

Exemplo 3.3 - Suponha que =« ~D1(9;3), come no Exemplo 3.1 deste
capitulo. Para construirmos um intervalo de credibilidade 807 pa
ra 1m consultamos uma tabela da distribuigio F, obtendo:

F =F90(230,2a1)= F90(6;18) =2.13,

T' =F90(2;11,230) = F90(18;6) = 2,85,
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Aplicando o Resultado 3.2 concluimos que
P(0.585 <6 <0.895) =80%.,

0 leitor pode verificar a posigao deste intervalo na Fi-
gura 3.1 para Dl(9;3). Hote que a fungao de densidade assume va
lores diferentes nos extremos do intervalo, nao sendo este portan
to, de densidade maxima. Na Tabela 3.1 exibimos alguns valores da
fungao de densidade e da distribuigao D1(9;3) e verifica-se que
o intervalo (0.62,0.92) e de (aproximadamente) mesma credibili-
dade, 807, tendo entretanto, densidade maxima. Seu comprimento e

apenas ligeiramente menor que o comprimento do intervalo (0.58,0.89),

Exemplo 3.4 - Retomemos o Exemplo 3.1. Para calcular intervalos

de credibilidade 90Z%Z para as distribuicgdes a posteriofi wilx ,
i=1,...,5, aplicamos o Resultado 3.2 em cada caso, e como resul-

tado obtemos:

Distribuicio Infervalo de Credibilidade 907
1T1|a:~D1(39,61) (0.31,0.49)
172|a: ~D, (10,06) (0.39,0.79)
'rr3l:c ~D,(22,35) (0.28,0.51)
w4|x~nl(2,5) {0.11,0.70)
'n'slm-Dl(S,lS) (0.14,0.43)

Em seguida, construiremos regices bivariadas de credibi-
1idade para 0 -Dz(al;ao). Para isso, aplicaremos o Coroliario
5.1 do Capitulo 2, de modo que a transformagao

T: S——"Q.
com
s ={(8,,8,); 0<6,+8,<1, 8,>0, 8, >0},

Q “{(nl.nvz); 0<n, <1, 0<n, <1},
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e tal que
" - Dl(al;ao + az),
nz s Dl(azgao) ’

A transformagao T produz como imagem inversa da regido

.Q*=Q a regiaec S*<$§ como ilustrado ﬁela Figura 3.2.

Q 8

]

'

1

T '
_ ¢ ooy h

L - v

cQ*7

C, 2

b

Figura 3.1

Regioes associadas pela transformagae T(0,,8,) = (91,62/(1~91)).

Como consequencia,

P(0 €5*%) = P(n €Q*) =
< <
P(n; <B)P(n, <e),
sendo que podemos determinar b e ¢ com auxllio das tabelas pa
ra a distribuigaoc F, como fizemos no inicio desta segao. Para ob

termos uma regiio de credibilidade 90% para 6 podemos tambem es
colher bI,c1 e bz,c2 ta?s gue -
P(b. <n. <c.) =P, <n, e, = (0.90) /2,
1-"1-"1 2-"2-"2 *

Em resumo, podemos enunciar o seguinte resultado:
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Resultado 3.3 - Se 8 ~Dy(a;32,) entao 8eS5* com probabilida

de r, onde S* & a regido cuja imagem pela transformacio
» S

& a regiao
Q* = (bl,cl) x (bz,cz), e
P(blf' nlf cl)I’(b2 < n, fcz) s r,
com
M= D1(ay ag +2y), Ny -Dy(aysap).
Exemplo 3.5 - Retomemos os dados do Exemplo 3.1, e suponha que

se deseje construir uma regiao de credibilidade 90% para
TI‘6=P(F =1, R=1)=91+95
", mP(F =1, R=0) =62+86.
Primeiro, note que
(116,1r7)jx..1)2(2 ‘o, txg, 2+:cz+a:6; 1+xo+3+a:3+x4+x7),
ou seja, apos substituirmos os valores de x,
{Tr6,1r7)|x-D2(a;ao), com

a =(al,a2), al=32, azﬂl;l, a0=27=

Como consequencia, aplicando o Resultado 3.3,

Aplicando o Resultado 3.2 com r = (0.9)1/2 = (0,95 obte-

mos, para M,
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Fo.g75(136364) = 1.58,

F0.975(64;136)= 1.53,
e como cbnsequancia
P(0.22 <ny < 0.40) = 0,95,
Para “2’

F0.975(54;82) ~1.6,

F0.975(82;54)= 1.7,
de modo que

P(0.50 < n, < 0.73) = 0.95.

Para obtermos a regiao no espago de (“5’“7) construimos

o quadrado Q% =(0.22,0.40) x (0.50,0.73) no espacgo (nl,nz)

e o
‘transformamos de volta ao espago (“6’“7)’ como indica a Figura
3.3. S* & a regiao procurada.
1
Ny
.73
/7]!///
) Q* /)
.50l /:[////
0 . .
222 .40
1

Figura 3.2

Regiao de credibilidade 90Z para (FG,HY)II.




17

3.3 ESTIMADORES DE BAYES, FATOR DE BAYES

Na segao anterior vimos como construir intervalos de cre
dibilidade para 8|z. Em alguns casos interessa-nos tambam obter
uma estimativa pontual para Blxr. Estimativas para © obtidas a
partir da distribuigao a posteriori sao geralmente referidas na
literatura como estimativas de Bayes. A media, a moda, e a media
na da distribuicao de 8|z sao alguns exemplos, cada um gozando
de certas propriedades otimas num contexto de Teoria da Decisio,
estritamente falando. No noesso estudo, usaremos a madia de 8z
como estimativa de Bayes para 8. Do Corolario 5.3, Capitulo 1,

obtemos imediatamente o seguinte resultado.

Resultado 3.4 - Se X]B-Hk(n;e) e '6-Dk(a;a0) entao estimamos
8 a partir de 0|x por

f=£(0|x) = —2F2

Exemple 3.6 - Suponha, ainda no Exemplo 3.1, que 8-D7(1;1) a

priori., Estimemos 80,61,...,87 a partir de Blm:

+r.
1

8. =E(0,|x) =
. i n+k+1

Como n=92, obtemos imediatamente as seguintes estimativas:

51 =0.10, §5 =0.22,
6, =0.06, 6, =0.35,
63 =0.02, 67 =0.05,
§, =0.05, 60 =0.15.

Em outros casos, entretanto, deseja-se uma expressac numarica pa

Ta a crenga a posteriori associada a uma hipdtese do tipo

BO: 8 e Qccze.
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Para isso, podemos calcular a partir da distribuigao a posteriori
para 0, a probabilidade de 8 eQG dado o resultado experimental

X=x:

P(Holm) “I f(elxjde,
%

ou seja, a probabilidade a posteriori para a hipotese HO'

~ - .
Em algumas situagoes,e conveniente expressarmos a preba-
bilidade acima pela Raz2o de Chances ou Fator de Baycs (K) a f3

vor da hipdtese X dado o resultado experimental X =x?

05
P(Hg|x)

P |o)

Ke

onde

P(H1|x) =1-—P(Ho|x)= J £(8|x)de.

0
Note que P(H0|5)==K/(1-+K), cCOmC Sempre.

Ao decidirmos a favor de Hy quandao P(Holx)==p entao,
pelo menos, devemos adotar a mesma atitude sempre que P(Holx)zgu

Neste caso,
XO = {z € X P(Bolz) >p}

g a regido de aceitagdo da hipdtese Hj.
Analogamente, se P(Holx) mq @& suficiente para rejeitar
mos Hg entao

X, =z eX; P(H,|x) < q}

2 a regido de aceitagao de B, a hipdtese alternativa.

Se decidirmos a favor da hipotese HO estamos sujeitos
ao erro, usualmente chamado de Erro 2, ocorrido caso 0 691 BG-QG

A probabilidade deste evento a:
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P(Erro 2) = P(xexoleenl)

=] P(:r]Bte)
XO :

= ] p(o e 2, |2)P(z)/p(0))
Xy

= 1 P(m)f (6|x)de,
by Lreo], ol

au

P(Erro ”"F(%T ) f £(x|8)p(8)dB.
1’ X

0

Analogamente, se decidimes a favor da hipotese HI’ esta

mos sujeitos ao Erro 1, ocorrido caso B¢ 90. Meste caso,

P(Erro 1) = FTéET ; IQ f(x[B)piB)dG.
170

Sera conveniente recordarmos o resultado seguinte,de bas

tante aplicagao em calculos como o que exemplificaremos em seguida:

Resultado 3.5 - Se 0 Anl(a;ao) entao, para a e a, inteiros,
a+ta,~-1 8+ao‘1 ¢ a+a0-t—1 :
P(6 <c)= § ( ¢ e (1-c) , 0<e<1,
t=a

Demonstraggo: Indicando P(0 <c) por Ic(a,ao), basta notar que

SOV = [t = v ] (e - BT sy
= t(n)vt-l, n=t,
t -
e portanto
(:)ct(l—c)“”t = I (t,n-t+1) - I (t+l,0-t), n>t

= Ic(t,l), n=t.
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As parcelas de

n -
! (MeFa-a™ "
t=a

cancelam~se todas exceto a primeira, resultando a igualdade pro-

posta, quando substituimos n-a+l por age

Exemplo 3.7 — Suponha que B——Dl(l;l) a priori, x!e-M1(1o;e),

observando-se X =6. Vejamos qual a probabilidade a posteriori

para

Ho: 9&90'-"(0,1/2).

Temos 8|X =6 ~D1(7;5),.e.portanto

of1-0)* |
3(7,5)

g =

0.5
P(ig|z) = P(O <0.5|x) =}'
0

11 _
. (1':1)(0.5):(0_5)11 t
t=7

11
I Aho.stt=o.27.
t=7
Portanto, P(H0|x) =27%, ou K=0.37:1.
Se decidimos a favor da hipotese Hl’ entiao devemos fa-
zé~lo também para todo =z eX; ={6,7,8,9,10}. Assim, estamos su-

jeitos ao Erro 1, cuja probabilidade &

10 (0.5 _
P(Erro 1) = ﬂTlf“)' [ (lxo)e”(l-e)m %40
07 z=6’0
10 0.5 .z 10-z
1 10 _ 6% (1-0)
P(Q4) xéﬁ(z)ch+1’11 x)]o B(x+l,11-x)
10 11
=L 7 %s(zer,11-0) | (ltl)(o.s)11
P(R9) zog F t=x+l

a 0,077,
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3.4 PROPORGOES, TABELAS DE CONTINGENCIAS E APLICAGOES

Nesta segao exemplificaremos o procedimento Bayesiano na
analise de algumas situagoes experimentais freqllentemente propos-—
tas ao Estatistico. Tais experimentos sao caracterizados pela ob
servagao de uma seqllencia de variiveis aleatorias

Y ={e

o Oa’ela""’eta)’ a=1,2,...

cujos possIveis resultados saoc os vetores Ya com exatamente uma
componente igual a 1 e as demals componentes iguais a =zero, como

na Secgao 2 do Capitule IIL.

Exemple 3.8 - Inferencias para uma proporgso.

Retomemos os dados do Exemplo 3.2 deste Capitule, e vol
temos nosso interesse para o pargmetro Hl' por exemplo:
T, = v= = +0,+0_ .+
T P(R=1) 91 63 65 67

Vimos que ﬁ1|x ~D1(39;61). A partir do Resultado 3.4, estimamos

T, por

39
39+61

Tr1=E(11'1|x) n =397,
Um intervalo de credibilidade 907 para LB pode ser obtido a par

tir do Resultado 3.2, e obtemos, neste caso

P(0.31 <, <0.49|x) = 902,

1

Hote ainda que P(‘n1 50.5|m)= 952, de modo que o fator de Bayes

K para Hy: m 0.5 e aproximadamente igual a 19:1.

0 resultado seguinte sera aplicado no proximo exemplo,pa

ra compararmos duas proporgoes.

Resultado 3.6 - Se o ~Dl(a;ao), B —Dl(b;bo) e GJlB, entao pode

mos escrever P{a <8) na forma
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[(b+b )T (a*ay) a+ag-l F(a*ay+b,-t=1)T (t+b)

F(b)F(bO)P(a+a0+b+bo-l) t=a F(a+ao—t)F(t+1)

P(a<B) =

com a e 2, inteiros positivos.

Demonstracao: Basta aplicarmos o Resultado 3.6 na expressao de

P{a<b) e integrarmos tal expressao com relagao a f(b)db, onde

£(.) & a fungao de densidade para a variavel aleatoria B.

Exemplo 3.9 - Desigualdade entre duas proporgoes.

Suponha, no Exemplo 3.2, que se deseje comparar as duas
proporgoes
ﬂ3=P(R=1|M=0, F=1)=0,/(0;+0,),

7. =P(R=1|M=0, F=0)=0,/(8,+84).

5
Vimos que

ﬂ3|x-D1(22;35), ﬁslm-Dl(S;IS),
e alem disso,
ﬂ311n5|z.

Para avaliarmos a probabilidade a posteriori a favor da hipotese

podemos calcular o fator de Bayes para HO:

P(ng < Ty]2)
K& —2re
P(Tr5 >n3|x)

e para isso aplicamos o resultado anterior.

Note, entretanto, que condicional em X =ux,
P(mg < ") =1 -B(m, <mg)

-1—P(1-1r331-1r5),
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1-7 ~Dl(35;22), 1 " T -D1(15;5).

3
Nesta forma, podemos tomar a =1 —ﬂs, B El-—va,
a=15, a =5, b =35, b0 = 22

obtendo um somatorio com apenas ag = 5 parcelas. Temos entao, da

do X =g,

Psr(20) ¥ rai-e)reesssy
{35) (22) (76) t=15 T(20-)T(t+1)

P(l-rr5<1—1r3) =

que calculamos com o auxilio>de uma tabela de log-fatoriais, ob-

tendo uma probabilidade de 12.2%. Logo, P('JTS fnj) =87.8Z a pos

teriori, resultando num fator de Bayes
87.8

K= =7.2:1
12.2

a favor da hipotese HD.
Em alguns casos, o pesquisador esta interessado em ava

liar a probabilidade a posteriori associada a uma hipotese da for

ma

HO: De 90 >

embora ¢ subconjunto QO nao acumule qualquer probabilidade posi
tiva se utilizamos uma fungao de densidade tal como a uniforme en
©. Nos paragrafos seguintes,construiremos medidas de probabili
dade a priori que concentrem alguma massa de probabilidade positi
va nos subconjuntos QO e 91 especificados pelas hipoteses HO
e Hl' Faremos isto para algumas fungoes de verossimilhanca asso-
ciadas 3a experimentos multinomiais e, em particular, faremos uso da
forma canonica de representagao destas fungoes, como ‘no Resultadeo

2.7 do Capitulo 2. Para isto, sejam

S(k) ={(a1,...,uk); 0<Za; <1, a; >0, i=1,,..,k} ,
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Vv um espago paramétrico da forma
h h' ' ' '
veasha) xs® (k"), B,h'=0,1,...5 k,k' =1,2,..0,

v, @ fungio de verossimilhanga

A vy —m R,
(A,n)

~ -«
e ¢ wuma fungao continua

[ v + vV
(u,v)

tal que ¢(V) = QO.Suponhamosainda que QO e Ql formem uma par
tigﬁo do espago V, sendo nulo o volume de Qo em V. Seja d{V)
o volume de V. Podemos entao definir, para todo AcV mensura-

vel com relagao 3 didn, as medidas de probabilidade

HI(A) =[ dudv/d(v), uz(A)= I didn/d(v)

-1
$ »(Aﬂ no) A

e a medida de probabilidade W =qu1-b(1-q)u2; 0<q<1l.

Entao u(f,) =q, w(@)=1-4q, e

Ivzdu =q (v$o¢)(u,v)dudv/d(v)-F(I—q)[ vx(l,n)dkdn/d(v),

resultando na medida de probabilidade a posteriori

ulalz) =l vmdu/[ vxdu .

A v

e no fator da Bayes a favor da hipotese (A,n)E€ QO
-I (vmo¢)(u,v)dudv
K:x.__(.l_ v ’

1-q
[ vz{A,n)dAdn
v




Vejamos a seguir algumas aplicagoes:

Exemplo 3.10 ~ Igualdade entre duas proporgoes.

Consideremos um experimento descrito por uma tabela

contingencia 2x2

i1 | T12 | %, 831 | 9121 8,
a1 | T2z | T, 9,0 1 822 9,
1 T2

e a representagao canonica para a fungao de verossimilhanga

x x x x
2.

12.% 2 . '
n Lei-ny 2,

eny
ey 11, 21,
vx(k,ﬂ) Al (1 Al) Az (1 Az)

A]_:Bll/el-’ A2=621/92., n=81 ]

e seja HO: Al =A2 a hipotese nula.

De acordo com a construgao anterior, temos
§=(0,1), A=(A;,h), (A,mev=sigs,
2, ={(A,mev; 2 =2,),
dluy,uy,v) = Cug,u,v).

Como consequencia, o fator de Bayes para HO e

x x x x
.1 .2 Y1, 2.
[ uy (1 ul) n (1-n) dulduzdn
57xS

K:-j.._

1-q 11 12, 21 x
[ A=A A (1-1,)

T X

22 “1,
n (1-n)

2.
2 g dkldAzdn

Ssz
B(=x 1+1,x.2-1)

= q b
19 B(x) +1,2),

?
+1)B(x21+1,x22+1)
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de
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ou seja,

1 ] 1 ]
" m.l.m.z.(x1_+1).(x2‘+1). 1 e Z .
- L] ] ] 1 s’ ..i-
l-q Ty rTygeTy s Tgge (n+1) ! i,5 M

Do Resultado 2.15, Capitulo 2, sabemos que a hipotese H0 e equi
valente 3 hipotese de independencia entre as distribuigoes margi-
nais de 8; ou seja, para testarmos a hipotese Ho de independen
cia entre as distribuigoes marginais de uma tabela de contingen

cia 2x2,aplicamos o fator de Bayes obtido acima.

Como ilustragao, se observamos

09 21 | 30
01 04 | 05
10 25 35

e adotamos gq=0.5 entao o fator de Bayes a favor de Ho: A1= lz

-

e
10125!131.06. 1
K= =2
0912101704 367 2 ° 1
ou
P(Holx) = 66%.
Exemplo 3.11 - Igualdade entre varias proporgoes.

Consideremos um experimento descrito por uma tabela de

contingencia [£x2

11| ®12 "1 % | Bz | G
Te1 | Tp2| T 8e1 | 22 %%.
T, %, B 8., 9.2




Neste caso, temos

£ %4 Tia] %1, %2, Te-1 )
Vx(A,n)“ iglhi (l—Ai) n, ‘n, ces Mply (l—nl cee n£_1} R
A =(A1,...,l£), li =3i1/9i. .
n=(ﬂ1.---,n£_l), ﬂi=9i‘ ’
e a hipotese H, de interesse &

HO: A1=...=A£'

e de acordo com a notagae anterior,
_ £
(A,n) e V=5(1}" xs(L-1),

Qg ={(A,n) ev; Ap =, =k£} ,
¢(u1,u2,...,u£,v) =(u1,u1,...,u£,v), veES{L~-1)

Como comnsequencia, o fator de Bayes para HO e

] (vxoq))(ul,...,uz,v)duldu2 . duziv
q v

K =

l1-q
[ v.{A,n)dxrdn
v
_q B(x.l+l,m.2+1)
1-q £ ’
iEIB(ril+1,xi2+1)
ou seja
£
z iz ! I (x. +1)
g =4 177, 2%ia1 M, 1 R
1-q ne,.! (a+1)!
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Como ilustragao, se observamos

02 05 { 07
01 05 | 06
02 06 § 08
a5 16 21

e adotamos q=0.5, segue-se que o fator de Bayes a favor de

HO: l1=12=l3 e
- 05!16!08!07:09! 1
g2!05.!01!05:02!06) 22!

=1.38:1 ,

ou
P(H,[x) = 587 .

Para obtermos o fator de Bayes para a hipotese H0 de in
depend@ncia entre as distribuigoes marginais numa tabela de con
tingéncia £&xf, basta modificarmos ligeiramente a comstrugao aci-

ma, partindo de

(A, e v =s(2-1)% xs(2-1)

Do Resultado 2.15 sabemos que a hipotese HO e definida por
Ho: Al = ... =l£ ' lie sS(&-1)y, i=1,...,¢ .
Note ainda que
¢(u1,...,uz,v) =(u1,u1,...,ul,v), ug,v €s(L-1), i=1,...,¢ ,

e. S(£-1) tem volume 1/(£-1)1I.
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Portanto, o fator de Bayes para H, &

1]
1 B(x.1+1,x_2+1,...,z'£+1) 1
1-4 ﬁs( +1,z..+1 oDy (eeny Bl
o1 xil ,xiz' ,...,xi£+ Yy (L-1)!
ou seja,
ﬁ ( £-1).
x . (x. +£-1)!
" j=1 1% i. 1
1- £ 1y 18-1 "
1 (n+f-1)! 0 =2,.! (£-1):
. . ij
i,j=1

Vejamos duas ilustragoes numéricas com £ =3, e admitin-
do q =0.5.

05 02 a1 ] o8 K=0.038:1,

01 10 02113 ou

61 | 03 | 051} 09 P(H,|z) = 3.67 .

07 15 08 30

05 02 01 08 K=10.65:1 ,

10 02 01 ] i3 ou

05 | 03 | 01| 09 P(Hy|x) =917 .

20 07 03 30

Os calculos acima podem ser rapidamente efetuados a par

tir de uma tabela de log-fatoriais.

Exemplo 3.12 - Probabilidade dos Erros 1 e 2 no teste da hipote-

se de independencia numa tabela de contingéncia 2x2.
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Suponhamos a seguinte configuragao:

01 02103
o1} 0001
02 02 04

e q=0.5. O fator de Bayes para a hipotese de indepeadéncia HO

2
z iz Ji(x, +1)1{x, +1)!
K =94 L177,2 1. 2, 1
1_ 1 3 ) 1 ]
q LI PELIIREIYE (n+l}.
2f2i4t2!0 1
“Tiarer sr 08l
ou
P(Holx)= 447
Se decidimos contra a hipotese de independeéncia estamos
sujeitos ao Brre 1, ocorrido case H seja verdadeira. Neste ca

0
so, como vimos anteriormente,

1
P(Erro 1) 2 () glfn P(mikl.kz,ﬂ)du ’

0

onde

X = {x;P(HOIx) < 0.44} ,

pelo menos, U e a medida de probabilidade a priori estudada nos
exemplos anteriores e P(x|A1,Az,n) e a representagao canonica pa

ra P(m]B).

Assim,

f P(Ihl-lzm)du“q P(mlul,ul.v)dulduzdv N
8 o s s
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e como
P(z{d ,h,,m) =

T x T
P Y TR
11 21 1.

3.712 xT xr

21 22 F %5.
A7 (1=1y)

11
(1-1))

segue~se que

x el
1. 2. n
P(Erro 1)= ] ( "} ") " )B(x ,+l,z ,+1)B(x, +1,z
Xl Ty %4 xl. .1 .2 1.

2.t

ou, simplificando a expressao acima,

P(Erro 1) = Z

Xlxllix te t v {n+l) H(n+1)

Para completarmos o exemplo, suponhamos agora a seguinte

configuragao

02 00 02

02 00| 02

04 00 04
mantendo q=0.5 . Como resultado,
K=1.80:1
ou
p(uolx) = 647,
Se decidimﬁs a favor da hipdotese H devemos tomar

0

X, ={x;P(H0]x)2 0.64},

pelo menos, e calcular

1
P{(Erro 2) P(ap g J P(xlkl,lz,n)du )
0 91
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xy9 P(Holm) P(xIHO) P($J 1)

*i2 21
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~

n=4 observagoes.
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Valores de P(H,|x), P(x[HO), P(x[H,)
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3.3

Tabela

oesg.

n=5 observag

para

Valores de P(Ho|m), P(:lHO), P(x[ﬂl)
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cujo resultado e

P(Erro 2) =

x z
1. 2, n .
=1 o IB(r +l,a L+ 1) Bz, 41,7, ,+ 1) Bz, +1,z, +1) ,
Xo 11 21 1.
ou, apos simplificarmos a expressao acima

P(Erro 2)= ] E .

Xo {n+1} (x1‘+1) (a:z'+1)

Na Tabela 3.2 listamos todas as configuragoes de contin
géncias 2x2 baseadas em n = 04 observagoes, as probabilidades
P(H0|:1:), P(xlﬂo) e P(xl}!l). No primeiro caso mencionado neste

exemplo obtivemos P(Hola':) = 447, e, portanto, rejeitando HO;

P(Erro 1)= ] P(x|H,)=13.27 4
X
1

tomando Xl = {.'c;P(H0|::) < 0.544},

No segundo caso calculamos P(Holm)= 64%Z, e como conse-

quencia, aceitando ‘Hoys

P(Erro 2)= | P(z|,) = 8z ,
%o

‘considerando XO = {x;P(H0|3:) > 0.64}.

Na Tabela 3.3 exibimos as configuragoes e respectivas

probabilidades para o caso na=05 .

3.5 PREDICAO BAYESIANA

Na segao 2.4 descrevemos, atraves de bolas em wurnas, o
modelo de populagoes finitas e a distribuigao Hipergeometrica mul
tivariada. - As N unidades populacionais representados por bo-
las eram subdivididos em dois conjuntos (representados pelas duas
caixas) um com ‘n (caixa 1) e outro {caixa 2) com N-n unida-
des. Apos observar a composigao (xo,xl....,xk) da caixa 1, o

que permanece desconhecido & a composigao 0 SR Pht SERPRIS ) &)
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da caixa 2. O objetivo desta segao e apresentar o metodo Bayesia

no da predigao dessa composigao.

A primeira meta de um Bayesiano & encontrar a distribui
¢ao a posteriori de (wl—xl,...,wk—xk) onde (XO’Xl""’xk) sao
os dados amostrais. Note que antes(a priori) de X =(Xl,...,Xk)
ser observado, o parametro de interesse a 4;=(¢1,...,wk) pois
Uy = Ny~ ¥ Apos (a posteriori) X ser observado, o para

metro de interesse seria 1 ~ X.

A escolha da distribuigdo a priori para V , sera restri-
ta a classe das DM. Esta restricac e natural pois, como a dis-
tribuigao Hipergeométrica & derivada de um processo permutavel, te
mos que w|8 ~Mk(n;8) e ao se considerar 9 ~Dk(a;ao), obtem-se
¢-—DMk(n;a,a0).

0 seguinte resultado @ o principal desta segao.

Resultado 3.7 - Para a situagao da amostragem enm populacoes fini

tas, descrita acima, se a priori &-DM(n;al,az,...,ak,aO), entao,
w—X[X-DM(N—n,a1+xl,az+X2,...,ak+Xk,a0+X0)

a posteriori.

Demonstracao: Da analise Bayesiana do caso Multinomial, sabemos

que 9]X-D(a1+xl,...,ak+xk;a0+xo). Por outro Eado, a distribgi
¢ao de (Y-X)|X pode ser vista como a composigac da distribuigao
de (y-X)|(X,8) ~ (y-X) |8 pela distribuigao de 8|X. Assim, pela

definigdo de DM, concluimos o teorema.

Para finalizar, note que o estimador de Bayes de y & da

do por
v=E{p|x} =E{x{X} +E{p-X|X} = X+E{(p-X) |X} =

-(mo,..-,xk)+_§(ao,...,ak).

Os leitores poderiam estar surpresos com o fato de inti-

tularmos esta segao de predigao Bayesiana. Contudo e interessan
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te lembrarmos que o problema da predigao estatistica surge quando
desejamos adivinhar o resultado de um experimento apds observar-se
os resultados de uma serie de n realizagoes de experimentos se~
melhantes. Assim se tomarmos N =n+l, fica claro que esse e um

caso particular do problema da inferencia em populagoes finitas.
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