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PREFACIO

Este livro contém material para um curso béasico de
Estatistica . Elementar, por mim ministrado diversas vezes
em Berkeley. Os alunos provinham de todos os departa-
mentos da Universidade e muitos deles jA haviam esquecido
a Algebra do ginasio. O nivel matematico do curso é
modesto: qualquer estudante que saiba lidar com Aritmé-
tica, fazendo substitui¢cdes em férmulas simples, marcar
pontos € passar uma curva suave. através de pontos pre-
viamente marcados, estd pronto para o curso. Mas deve
estar preparado para encarar com seriedade os exemplos*
frivolos, como bolas em urnas, que serio usados para ilus-
trar e introduzir praticamente todas as idéias. E um en-
foque intuitivo, informal, concreto, do ponto de vista da
teoria da decisio e Bayesiana. '

DAVID BLACKWELL

* Varios exemplos e exercicios deste livrosconstam da selegio
de palavras e letras em frases. Para o objetivo a que se propdem,
o significado da frase nido tem importincia alguma. A estrutura
de tais exemplos e exercicios estd na quantidade ‘e na disposicio das
_letras e palavras que formant a frase. Com o intuito de ndo afetar
essa estrutura. as frases em aprego nao foram traduzidas. (N. dos TD)



PREFACIO DA EDICAO
BRASILEIRA

Bastante dificil é a tarefa de ministrar um curso intro-
dutério de Probabilidade ¢ Estatistica a alunos sem formacéo
matematica solida. O Prof. Blackwell conseguiu neste li-
vro, introduzir com grande clareza ¢ o minimo de forma-
lismo, as idéias basicas do assunto. Desta forma, é inesti-
mavel o servigo que a sua publicaciio, em lingua portuguesa,
presta aos.professores do assunto e alunos de nossas Uni-
versidades.

Edigdes preliminares da obra circularam, por alguns
anos, na Universidade da Califérnia, Berkeley, sendo ¢la
utilizada como texto em cursos ministrados para alunos,
na grande maioria, de Ciéncias Sociais. Tive a oportuni-
dade de constatar, na qualidade de Instrutor, que, salvo
raras excecdes; os alunos ignoravam a Matemaética do nosso
curso secundidrio. Mesmo assim, conseguiram, com bas-
tante sucesso, absorver os conhecimentos ministrados.

O ponto de vista adotado neste livro € o Bayesiano,
do qual o autor € um proeminente defensor.

A parte de inferéncia € uma Stima mtroduc,ao*do en-.
foque Bayesiano de Estatistica, cuja leitura considero inte-
ressante, mesmo aos iniciados em Estatistica.

Setembro de 1972
DJALMA GALVAO CARNEIRO PESSOA

Instituto Tecnoldgico da Aeronautica
S. José dos Campos.
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'PROBABILIDADE

Se uma urna contém cinco bolas e sclecionamos uma,
de tal forma que cada uma das cinco tenha a mesma chance
de ser escolhida, diremos que a bola é selecionada ao acaso
e que uma bola particular tem 1/S de probabilidade de ser
escolhida. ~Se, das cinco bolas, trés sdo vermelhas, a pro-
babilidade da bola selecionada ser vermelha é de 3/5. De
uma maneira geral, quando um elemento ¢ selecionado ao
acaso, de um conjunto finito S, de forma que cada elemento
de S tenha igual probabilidade de ser escolhido, a proba-
bilidade de que o elemento selecionado pertenga a um dado
subconjunto 4 de S ¢ definida pela razio entre o numero
de elementos de 4 ¢ o numero de elementos de S:

-
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EXEMPLO 1.1 Um dos cem niimeros seguintes ¢ selecionado ao acaso:

00 01 ... 09
10 | 5 19
90 ) 99

No quadro seguinte, encontram-se alguns eventos, com
suas respectivas probabilidades: )

Eventos ' Probabilidades

(@) O primeiro digito é zero - 0,1
(b) Os dois digitos sdo iguais 0,1
(¢) Os dois digitos sdo diferentes ‘ 0,9
(d) O primeiro digito é maior que o
segundo 0,45
() O primeiro digito é maior ou igual
" ao segundo 0,55
(f) O segundo digito ¢ 1 - 0,1
(g) A soma dos digitos é 5 0,06
(h) A soma dos digitos € 9 : 0,1
(i) Nenhum dos digitos € maior que 3 0,16
(/) Ambos os digitos sdo maiores que 3 | 0,36
(k¥) Apenas um dos digitos ¢ maior que 3 0,48
() O primeiro digito € maior que 3 e
| o segundo ndo 0,24

Em geral, a probabilidade de qualquer evento é um
nimero entre 0 e 1, medindo o grau de incertezi de sua
ocorréncia. Probabilidades satisfazem as seguintes regras:

1. P(4) =0, se A & impossivel, isto é, ndo pode ocorrer.
2. P(A) =1, se A é certo, isto é, tem que ocorrer.

3. P(4 ou B) = P(4) + P(B), se A ¢ B sio mutuamente
exclusivos, isto é, nido podem ocorrer juntos.

4. P(ndo A) =1 — P(4)
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EXEMPLO 1.2

EXEMPLO 1.3

Um ponto € selecionado ao acaso num quadrado S de
Jado 1, de forma que a probablhdade do ponto pertencer
a um subcon_]unto A de S seja igual a irea de 4:

P(A4) = &rea de 4

Ased B | B

Fig. 1-1

Conforme o diagrama da fig. 1-1, onde 4 é a metade esquer-
da de S e B a quarta parte 1nfer10r de S,

P =% PB=% PUeB =}

pois os pontos que pertencem a A e B sdo 0s que estdo no
retangulo inferior a esquerda e P( A ou B) = 5/8, pois todos
os pontos que nido pertencem ao retingulo superior a di-
reita pertencem a, pelo menos, um entre 4 e B, isto é, per-
tencem a A ou B. Fazendo-se C = ndo (A ou B), retan-
gulo superior & direita,

P(C)=% PAouC)=PAU+PC)=++5=1%

A caixa 1 contém cinco bolas numeradag delaSea

-caixa 2 contém, igualmente, cinco bolas numeradas de 6 a

10. Uma das caixas € selecionada ao acaso e, em seguida,
uma bola é extraida ao acaso da caixa escolhida. Vocé
ganha um prémio, se o numero da bola selecionada for
divisivel por 3, isto é, se for um dos nameros 3, 6 ou 9.
Como a selegdo de qualquer uma das 10 bolas ¢ igualmente
provavel, P (prémio) = 3/10 = 0,3. Suponha que a caixa 1
seja selecionada. Qual é, agora, a probabilidade de que
vocé€ ganhe o prémio? Como, agora, a ocorréncia de qual-
quer um do$ cinco numeros, 1, 2, 3, 4, e 5, é igualmente

‘provavel e apenas um deles ganha o premlo a probabili-
dade de que vocé o ganhe, dado que a caixa 1 foi selecio-

nada, é 1/5 = 0,2 ¢ escrevemos

~
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P (prémio |caixa 1) = 0,2
_ Analogamente,

P (prémio lcaixa 2) = 0,4

Em geral, para qilaisquer dois eventos 4 e B, a proba-
bilidade d= B, dado que A4 ocorreu, é denotada por P(B|A4)
e satisfaz a formula:

Em nosso exemplo, com .4 = caixa 1 e B = prémio,
(4 e B) tem apenas o elemento 3; assim, P(4 e B).=0,1.
Como P(A) = 0,5, a férmula nos da P(B]4) = 0,1/0,5=0,2,
coincidindo com o que haviamos encontrado diretamente.

A férmula para P(B|A) pode também ser escrita:
P(4 e B) — P(A)P(B|A)

e, nesta forma, ela pode ser estendida a mais de dois even-
tos:

Por exemplo, para trés eventos, temos:

I

P(4 e Be C) = P(4 e BP(C|A e B) =

P(A)P(B|AP(C|A e B)
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EXEMPLO 1.4

O

-

A urna .apresentada na fig. 1-2 contém duas bolas
brancas (B) e trés pretas (W). Duas bolas sdo retiradas
ao acaso da urna, sucessivamente. Calcule a probabilidade
de cada um dos quatro resultados, BB, BW, WB e WW.

a) se a primeira bola ndo ¢ recolocada na urna antes da
da segunda retirada (retiradas sem reposigio).

Fig. 1-2

' b) se a primeira bola é recolocada (retiradas com repo-
sicdo). '

Seja By o everito a primeira bola é branca, W, o evento
a primeira bola é preta e assim sucessivamente. No caso
(a) conforme diagrama da fig. 1-3,

P(BB) = P(B; ¢ By) = P(B)P(B2|B;) = 2/5(1/4) = 0,1
' . P(BW) = P(B)P(W>2|B) = 2/5(3/4) =03
- P(WB) = P(W)P(B,|W1) =3/5(2/4) =03

P(WW) = P(W)P(W, |W1) = 3/5(2/4) = 0,3

" Resultado P
ww o 33 =03

wB 43 =03
e
BW 2(3) = 0,3

BB 4P = 0,1
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No caso (b),

P(BB) = P(B)P(B:|B;) =2/5(2/5)=0,16
P(BW) = P(B)P(W;|By) = 2/5(3/5) =0,24
P(WB) = P(W)P(B;|W) = 3/5(2/5) = 0,24
P(WW) = P(W)P(W,|Wy) = 3/5(3/5) = 0,36

Uma senhora compra determinado produto, as vezes
da marca A e, as vezes, da marca B. Se ficou satisfeita
com a sua iitima aquisi¢iio, ela compra novamente a mesma
marca; caso contrario, ela muda. Se uma. determinada
aquisicio da marca 4 tem probabilidade 0,7 de ser satis-
fatdria, enquanto que uma da marca B tem probabilidade
0,8, qual a probabilidade de que sua terceird aquisicio seja
da marca A, se ela joga uma moeda para decidir que marca
deve comprar na primeira vez? O diagrama da fig. 1-4
mostra que P (terceira aquisi¢io é A) = 0,245 + 0,030 +
+ 0,070 -+ 0,080 = 0,425 ‘

Resultado : P

A44  ©,5 O ©,7) = 0245
AAB (0,507 (03) = 0,105

EXEMPLO 1.6

ABA (0,5) (0,3) (0,2) = 0,030
ABB o, @ 0,8 = 0,120
BAA 0502 ©7) =0070
BAB (0,5) (0,2) (0,3) = 0,030
BBA (05 (08)(02) = 0,080
BBE (0,5 (0,8 ©8) = 0320

FIG. 14

Um clube tem dois tipos de sécios® do tipo R e do
tipo D. Cada ano, um membro do clube ¢ escolhido ao
acaso para proceder a escolha de um novo membro. Um



PROBABILIDADE

R sempre escolhe um R ¢ um D sempre escothe um D.
Se, originalmente, o clube foi constituido de um sécio R
e um sécio D, qual a probabilidade de que, apds terem
sido feitas trés escolhas, o clube tenha trés R e dois D?
O dagrama da fig. 1-5 mostra que

PEY=x+nmtm=1%

Resultado P

(L4 PxXExi=%

23)

2,3 iz

(3,2) i

(2,3) ‘ T

3.2 %y

(3.2) 'z

(+.1 |

Fig. 1-5
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%

EXEMPLO 1.7 Apenas uma em cada dez pessoas de uma populagio
tem hilose. Das pessoas que tém hilose, 809%( reagem
positivamente ao teste X, enquanto que apenas 309, dos
que nio tém hilose reagem positivamente. Uma pessoa da
populagio ¢ selecionada ao acaso € o teste X ¢ aplicado.
Qual a probabilidade de que essa pessoa tenha hilose, se
reagiu positivamente ao_teste? | E negativamente? O dia-
grama da fig. 1-6 mostra que

_PHe+4)_ 008 8 _
PHI|H) = =30y =g roz 35 0P
PH|-) = PHe —) 002 2 _ 0,031

P(—)  0,02+063 65

Resultado P
(ndo H.—) (0,9 (0,7) = 0,63

(ndo H, +) (0,9) (0,3) = 0,27

(H, —) ©,1) (0,2) = 0,02

(H, +) (0,1) (0,8) = 0,08

Fig. 1-6

EXEMPLO 1.8 Diariamente, uma em cada cinco pessoas € selecionada
~ ao acaso. Qual a probabilidade de que, durantt os trés
primeiros dias,

@) a mesma pessoa seja escolhida diariamente?
b) trés pessoas diferentes sejam escolhidas?

Na fig. 1-7, os nimeros dos vértices indicam o numero
de pessoas diferentes que foram escolhidas. Entéo,

P (mesma pessoa todos os dias) = 0,04
P (trés pessoas diferentes) = 0,48
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EXERCICIOS
Lista 1

1 0,2
1 = \ 1 -
0,8 9 :
08 2 0,16
2 0,4

2 032

k 3 048

Fig. 1-7

Construa diagramas, quando possivel.

Uma das quatro palavras da frase THE URN IS COLD
é selecionada ao acaso. Calcule a probabilidade de
que o numero de letras da palavra selecionada seja:

a) 2 b) 3 ) 4.

Uma das letras da frase THE URN IS COLD, ¢ sele-
cionada ao acaso. Calcule a probabilidade de que o
nimero de letras da palavra que contém a letra sele-
cionada seja: :

a) 2 b) 3 c) 4.

Uma moeda equilibrada &€ langada sucessivamente, até
que apareca cara ou até que se obtenham 4 coroas.
Representa-se coroa por T e cara por H ! ° Calcule
a probabilidade de cada um dos cinco resultados: H,
TH, TTH, TTTH, TTTT.

+4. Um comité é formado por quatro homens ¢ duas mu- .

5

lheres. Dois membros sdo selecionados ao acaso, su-
cessivamente, sem reposi¢io.

a) Calcule a probabilidade de cada um  dos quatro
resultados: HH, HM, MH, MM.
b) Qual o resultado mais provavel?

¢).Qual o nimero mais provavel de homens?

Uma urna contém duas bolas com a marca 4, uma
com a marca B ¢ uma com a marca C.. As quatro
bolas sdo retiradas ao acaso, sucessivamente, formando

! Representaremos, doravnte, cara por H e coroa por T, para

ma;'or simplicidade de notagio (N. do T.)
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uma palavra de quatro letras. Qual a probabilidade
de que a palavra selecionada comece com:

@) A BB ¢ C d) AAd e AB f) ABA?

Uma urna contém duas bolas brancas e duas pretas.
As bolas si3o retiradas ao acaso, sucessivamente € sem
reposigao.

~g) Qual a probabilidade de que a primeira bola preta

10.

1.

aparega na primeira retirada? Na segunda reti-
rada? Na terceira retirada? Na quarta retirada?

b) Qual a probabilidade de que a segunda bola preta
apareca na segunda retirada? Na terceira retirada?
Na quarta?

Como vocé selecionaria, aleatoriamente, uma casa entre
cinco? Poderia usar um dado honesto? Uma moeda
honesta?

No quarto A4, encontram-se trés pessoas e, no quarto B,
duas. Um dos quartos ¢ selecionado ao acaso; entdo,
uma pessoa € selecionada ao acaso do quarto esco-
lhido e esta pessoa ganha um prémio. Qual a sua
chance de ganhar o prémio, se vocé esta no quarto 4?7
No quarto B?

Vocé entrega ao seu amigo uma carta para colocar
no correio. A probabilidade de que ele esquega de
colocar é 0,1. A probabilidade de que o correio es-
quega de envid-la, dado que ela foi colocada, ¢ de 0,1
e a probabilidade de que o destinatario nio a receba,
dado que foi enviada, é de 0,1. Qual a probabilidade
de que seu amigo tenha esquec1do de colocar a carta
no correio, dado que o destinatirio nfio a recebeu?

Trés pessoas s@o selecionadas ao acaso, com reposicao,
de uma populagdo de 100. Qual a probabilidade de
que trés pessoas diferentes sejam escolhidas?

A propor¢io de pessoas do sexo feminino em uma
populagio é p. Cinco pessoas sdo selecionadas ao acasoy
com reposi¢io. Qual a probabilidade do resultado
MFFFF (M representando as pessoas do seXxo mascu-
lino e F as do feminino), se p =0,5? Se p =10,2?
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12.

13.

14.

15.

0] coleglo 1 tem 50% de mogas ¢ o COng]O 2 tem 209,
De um colégio selecionado ao acaso, sio escolhidos
aleatoriamente cinco alunos, com reposi¢do. Qual a
probabilidade de que o colégio 1 tenha sido selecionado,
se a amostra foi RMMMM?

Uma parte tem probabilidade 0,9 de funcionar. Um
componente consiste em trés partes conectadas em
série, de tal maneira que o componente funciona so-
mente se as trés partes funcionarem. Uma mdiquina
¢ constituida de trés componentes conectados em para-
lelo, de tal maneira que a maquina funciona se, pelo
menos, um de seus componentes funciona. Qual a
probabilidade de que a maquina funcione?

Cada vez que ocorrer cara no langcamento de uma

moeda honesta, o jogador B paga Cr$ 1,00 ao jogador

A e, cada vez que ocorrer coroa, o jogador 4 paga

Cr$ 1,00 ao _]ogador B, Os jogadores comegam com

Cr$ 2,00 cada e jogam até que um deles perca todo o

seu dinheiro.

a) Qual a probabilidade de que o jogo termine apds
o segundo lance? Apds o quarto lance?

b) Qual a probabilidade de que o jogador. 4 venga,
dado que, no primeiro langamento, ocorreu cara?

Um homem se coloca no centro de uma cidade e langa
uma moeda honesta. Se ocorrer cara, ele caminha
uma quadra para leste; se ocorrer coroa, caminha uma
quadra para o norte. Entdo, éle langa novamente a
moeda e usa a mesma -regra. Considerando-se .o
centro da cidade como a origem (O O), qual a proba-
bilidade de que se encontre em (3,1) apSs quatro lances?

11



VARIAVEIS

Qualquer regra que faz corresponder um fivmero a
cada resultado de um experimento é chamada varidvel. Ao
nimero que a variavel associa a um resultado particular,
damos o nome de valor da varidvel para este resultado.
Um rol dos valores da variavel, com as probabilidades
correspondentes, é chamado de distribuigdo da varidvel.

EXEMPLO 2.1 Dois estudantes sdo selecionados ao acaso (com repo-
sicdo) em uma escola na qual 609, dos alunos sdo do sexo
masculino. - O ntimero X de alunos do sexo masculino na
amostra é uma varidvel. : |
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Do diagrama apresentado na fig. 2-1, podemos obter
a seguinte distribuicdo de X:

amostra » X v p
MM 0,36 2 0 0,16
1 0,48
2 0,36
MF 0,24 1
FMO 024 1

FF 0,16 0

A distribuigio de uma varidvel pode ser representada por
um grafico, chamado histograma. A fig. 2-2 mostra o
histograma da varidvel X. O histograma consiste em re-
tangulos disjuntos com bases iguais, centradas em cada

0 | 1 “
Fig. 22

valor da varidvel ¢ com alturas proporcionais 3s probabi-
lidades de que a varidvel assuma aqueles valores. As al-
turas de nossos retingulos sdo proporcionais a 16, 48 e 36.

Para quaisquer duas varidveis X e Y, denotamos por
X 4+ Y a varidvel que associa a cada resultado do expe-
rimento a soma dos valores de X ¢ Y para o mesmo resul-
tado. As variaveis X — Y, XY, X/Y, X2, 3X + 2Y - 7e
outras s%o definidas de maneira aniloga.
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EXEMPLO 2.2 Uma das cinco palavras da seguinte frase ¢ selecionada
a0 acaso:

THERE I8 NO LARGEST INTEGER

Determine as distribuigdes de

V. o nimero de vogais na palavra selecionada

E ]

C, o numero de consoantes

V+C
cC-V-1
(V — 2)2

Elemento | V | C | C+V | C—-V—-1|(F =272

THERE 2 3 5 0 0
s 1 1 2 -1 1
NO 1 1 2 —1 1
LARGEST 2 5 -7 2 0
INTEGER 3 4 7 0 1
| 4 v P C v 12
1 | 04 171 04
2 0,4 3 0,2
3 0,2 4 0,2
5 0,2
e
V+C: v P C—-V-~-1: v P
2 0,4 —1 0,4
5 0,2 0 04
7 0,4 2 0,2
(V — 2)2: )4
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. PROBLEMA
- PARA

~ DISCUSSAO
21

15

C
ST L
41 I
34 L J
24
@
14 ®
1 ] Ly
| 1 2 3
Fig. 2-3

Das distribui¢des de V e C, separadamente, nada se
obtém acerca de seu comportamento conjunto, como, por
exemplo, se existe certa tendéncia em associar grandes va-
lores de V' a grandes valores de C. Este tipo de informa-
¢do ¢ obtida através de um grafico chamado diagrama de
dispersado. ‘

A fig. 2-3 apresenta o diagrama de dispersio para V

e C. Para sua construgdo, marcamos todos os pares de
valores das varidveis e rotulamos cada um desses pontos
com um numero proporcional 4 sua probabilidade; os
pontos ndo rotulados devem ser entendidos como tendo
peso 1. Os pontos vido-se tornando mais altos, quando
caminhamos para a direita: valores grandes de ¥V tendem
a associar-se com valores grandes de C.

Para cada um dos diagramas de dispefsio da fig. 2-4,
determine as distribuicdes e construa os histogramas para
X, Y, X+ Y X—Y e calcule P(X> Y), P(Y = 2X + 1).

| Yo
. (b) ()
o ¢
1 -
0‘ .- A ® 1 e
¢ — N ——— X

<
[
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EXERCICIOS

Lista 2

l.

3-

ESTATISTICA BASICA

Uma urna contém trés bolas, numeradas de 0 a 2.

Duas delas sdo rétiradas ao acaso, sem reposu;ﬁo O

namero da primeira bola retirada ¢é X ¢ o nimero da

segunda bola retirada € Y.

a) Determine as distribui¢des e construa os histo-
gramas para cada uma das seguintes varlévels X,
Y X+Y X-Y |X-Y|

b) Construa o diagrama de dispersio para X ¢ Y.

Repita o probl. 1, considerando as retiradas com repo-
si¢do.

Bolas sdo retiradas sucessivamente com reposi¢do de
uma urna na qual a proporgio de bolas pretas é 0,8.

Vocé recebe Cr$ 1,00 cada vez que uma bola preta é
retirada e ndo recebe nada, no caso contrario. Repre-

~sente por X; seu rendimento proveniente da i-ésima

retirada e por S; = X; -+ ... + X, o rendimento total

nas primsziras i retiradas.

@) Deztermine .a distribuicio e construa o hlstograma
para cada uma das varidveis: X;, S,, S, S; — S,
X - X,

b) Construa o diagrama de dlspersao para as varidveis
Sz e S3

Construa um histograma para a variavel S; do probl. 3,
para cada uma das seguintes proporgdes de bolas pretas
na urna:..0,6; 0,5; 01 Oel.




VARIAVEIS

5.

A fig. 2-5 representa o histograma de uma variavel X.
Construa o histograma para as seguintes varidveis:
X+2.2X, X~-1, X2, X - D2 X{(X+ 1)

" (a) 9 . (®)

.oo'o 1 ®

-
Ne
w&-

3

0

-
1 2 3

Fig. 2-6

" 6.

Para cada um dos diagramas de dispersdo da fig. 2-6,
detetmine as distribui¢cdes de X, ¥ e X 4+ Y; construa
seus histogramas e faca um diagrama de dispersdo para
as varidveis X e ¥ - X.

17

Uma urna contém quatro bolas numeradas de 0 a 3. .

As bolas sdo retiradas ao acaso, sucessivamente, com
reposicdo, e X, representa o maior niimero observado nas

. primeiras n retiradas. Calcule, entdo, P(X; =0), P(X; <

< 1), P(X, <2). Construa um histograma para X

e outro para Xs. . :

Uma urna contém cinco bolas numeradas, das quais
trés com numero 0, uma com o nimero 1 € uma com
o nimero 2. As bolas sdo retiradas ao acaso, suces-
sivamente, sem reposicio.
a@) Determine os possiveis resultados das duas pri-
meiras retiradas ¢ as respectivas probabilidades.
b) Determine os possiveis resultados das trés pri-
meiras retiradas e¢ as respectivas probabilidades.
¢) Determine a distribuicio de X, soma dos numeros
das duas primeiras bolas retiradas, com base no
item (a) e com base no item (b).
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d) Determine a distribuicdo de (X — 1)2, com base no
item (@), com base no item () e diretamente da
distribuicio de X. :

Um ponto ¢ selecionado ao acaso no quadrado, cujos

vértices sdo (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1). Represente por

X e Y as coordenadas x, y do ponto selecionado.

a) Calcule P(X + Y < t) para cada um dos seguintes
valores de ¢: 0; 0,5; 1; 1,5; 2.

b) Faga um gréfico parta P(X 4 Y < t) como fungio
det, 0<t <2, - :

Um comité ¢ formado por trés pessoas. Cada ano
uma delas, selecionada ao acaso, muda de opinido a
respeito da pena de morte. De inicio, todas estio a
favor. Se X, representa o nimero de pessoas que sdo
a favor da pena de morte no n-ésimo ano (assim, X;=3)
determine as distribuicdes e construa os histogramas
para X;, X; e X;. Construa o diagrama de dispersdo
para X; ¢ X,.

Um relojoeiro tem vérios relégios para consertar; 409,
deles irdio requerer uma hora de .trabalho, 209/ duas-
horas e 40°%, trés horas. Ele seleciona dois relégios
aleatoriamente ¢ conserta-os. Determine a distribuicdo :
do tempo X, que ele leva para consertar os dois relégios
selecionados. :

3




DENSIDADES

Suponha que, numa certa populagio, a distribuicdo da

varidvel H, altura em polegadas, com arredondamento para
o valor inteiro mais préximo, é a seguinte:

Proporgdo por

H valor de H

63 0,01 "
64 0,03

65 0,07

66 0,12

67 0,17

68 0,20

69 0,17

70 0,12

71 0,07

72 0,03

73 0,01 .



ESTATISTICA BASICA

63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73

Fig. 3-1

A fig. 3-1 mostra um histograma para H. Se tivés-
semos arredondado as alturas até centésimos, terfamos 1.100
valores para H e o histograma seria composto de 1.100
retingulos (mais finos, se mantivéssemos a mesma escala
para H) e, se retingulos adjacentes tivessem. aproxima-
damente, a mesma altura, o histograma seria bastante pa-
recido com a curva apresentada na fig. 3-2.

Fig. 3-2

Qualquer curva que represente o grafico de uma
fung¢do ndo-negativa, delimitando entre si e o eixo dos x
uma Area positiva e finita, pode ser considerada como uma
aproximagdo do histograma de uma varidvel X, que assume
um grande nuimero de valores. A esta curva damos o
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nome de densidade. Para quaisquer dois nimeros a e b, a
probabilidade de que o valor de X esteja compreendido entre
“a ¢ b ¢ proporcional & area sob a densidade entre g ¢ b:

EXEMPLO 3.1 A figura 3-3 apresenta a densidade para uma variavel X.
Calcule P(11 < X < 13).

Fig. 3-3

Na fig. 3-4, P(11 < X < 13) é a raziio entre a area
sombreada e a area do tridngulo 4BC. Digamos que a
altura do tridngulo, no ponto 15, seja 1. Entdo, a area

06+08 5y —14 ¢ a drea do

do trapézio sombreada & >

tridngulo € 1(10)1 = 5; logo,

PA1<X<13) = 1’54— =028 .
AV £ 5
B
g
4 ¢
5 15
K A
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EXEMPLO 3.2

ESTATISTICA BASICA

A variavel X pode assumir qualquer valor entre 5 e 15.
Se decidirmos medir X aproximadamente, por exemplo,
arredondando para o nimero par mais proximo, a variavel
aproximante X* assumird apenas os valores 6, 8, 10, 12 ¢ 14:

Se X eété entre 5e¢e 7, X*= 6
Se Xestientre 7¢ 9, X*= 8

[ R N Y N N RN

Se X esti entre 13 ¢ 15, X* = 14

Dizemos que X* é a aproximacdo de X com valores 6, 8,
10, 12 e 14. '

A distribui¢io de X* € a seguinte:

v P

6 | 0,04

8 0,12
10 0,20
12 0,28
14 0,36

A fig. 3-5 apresenta o histograma para X*, juntamente
com a densidade de X.

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15°

Fig. 3-5

A fig. 3-6 apresenta a densidade de uma variavel X.
Qual a distribuigdo da varidvel aproximante X* que assume
os valores 1, 3, 5, 7 ¢ 97

Devemos calcular as 4areas das cinco regides separadas
pelas linhas verticais. De acordo com a escala vertical
adotada (poderiamos ter adotado a escala 1, 2, 3 ou 2, 4, 6,
em lugar de 10, 20, 30), as alturas das linhas verticais sédo
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30 'P ¢
20 30
10 A e ay
} L ] 'l

0 1 2 3 v 5 6 7 8 9 10
Fig. 3-6

21, 31, 31 e 21. Para determinarmos a area entre 2 ¢ 4,
ignoramos a pequena 4rea sombreada entre a linha PQ e
a densidade e calculamos a area do trapézio sob PQ, que
. 21 + 31 , < '

é ——;—_-——— (2) = 52. As outras quatro areas sdo calculadas

de maneira andloga:

Area sob a densidade entre 0 e 2 = 21
Area sob a densidade entre 2 ¢ 4 = 52
Area sob a densidade entre 4 ¢ 6 = 62 -
Area sob a densidade entre 6 ¢ 8 = 52 °
Area sob a densidade entre 8 ¢ 10 = 2I
Area total sob a densidade = 208

Assim,

PO< X< 2)=PX*=1)=21/208 = 0,10

PR <X < 4)=PX*=3)=152/208 =0,25

P4 < X < 6)=PX*=15) =62/208 = 0,30

P6<X< 8=PX*=7 = 52/208 = 0,25

PR < X <10) = P(X* =9) =21/208 = 0,10
Podemos sempre escolher a escala vertical, de forma
que a area total sob a densidade seja 1. Neste caso, a

area associada a cada conjunto de valores da variavel é
a probabilidade de que a varidvel pertenga aquele conjunto.

Por exemplo, se tomarmos a altura CB igual a 0,2
na fig. 3-4, a area do tridngulo ABC serd 1 e a area som-
breada sera —-()—’L%%———O’—lj (2) = 0,28, que coincide com o valor

de P(11 < X < 13), calculado anteriormente.
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Towy

0< 1 . 4 ) B )
Fig. 3-7

i. A fig. 3-7 apresenta a densidade par' uma variavel X.
Verifique que a area total sob a densidade ¢ 10.
Calcule ‘

a) PO<XXKI)

b) Pl <X <49

c) P4<X<K6)
Qual a distribui¢50 da varidvel aproximante X*, cujos va-
lores sio 1, 3¢ 5?7 Faca o grafico de P(X < f) como fungéo
de t para 0 <7 < 2. Faga o grafico de P(X* <) para
0 <t<eé. ‘

2. Construa o grafico de cada uma das seguintes fungdes
e considere como a densidade de uma varidvel X:

1 0<t<8 densidade uniforme ou re-'
tangular sobre 0 <t <8

0 no complementar

a) f(t) =

t 0<t<8

0 no complementar
8-t 0<Lr<L8

0 no complementar
t(8—1 0<t<8"
0 no complementar

b) f(t) =

©) S()

d) f(t)={

Determine a distribuigio da aproximante X* com va-
lores 1, 3, S5e 7. .
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Construa um semicirculo com’ centro no ponto (4,0),
raio 4 e¢ didmetro no eixo dos x. Considere-o como
uma densidade e encontre, aproximadamente, a distri-
buicdo da varidvel aproximante cujos valores sdo 1, 3,
S5eT.

Para uma determinada variavel X

0 t<0
PX <1t =16 0<t<6
1 t>6

a) Faga o grafico de P(X < ¢) como fungio de ¢.
b) Calcule P(X <2), PX<4) e PRLS XY

- ¢) Qual a distribuigio de X* com valores 1, 3 ¢ 5?

Construa um histograma para X*. Qual a densidade
para X? '

Repita o probl. 4 com

‘ 2
P(th)=;—6- para 0 <1 <6.



MEDIA

A média ou valor esperado de uma variavel X é o nu-
mero, denotado por E(X), obtido de uma das seguintes
maneiras: -

@) Multiplicando-se o valor que X associa a cada re-
sultado pela probabilidade deste resultado e soman-
do-se tais produtos. .

b) Multiplicando-se cada valor da variavel X pela pro-
babilidade de sua ocorréncia e somando-se os pro-
dutos.
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As duas formulas (a) e (b) sdo equivalentes, uma vez
que, no lado direito da férmula (a@), a soma de todos os ter-
mos com X(e) = v é simplesmente vP(X = v).

Duas bolas s3o selecionadas ao acaso, sem reposicio,
de uma urna contendo duas bolas pretas e trés brancas.
Calculé E(X) e E(X?), onde X é o nimero de bolas pretas
selecionadas. Na fig. 4-1, apresentamos um diagrama.

P X
0,1 0
0,3 1
0,3 . 1
0,3 ‘2 .

Fig. 4-1

(Representemos branca por B e preta por W.)
Usando a férmula (a):
E(X) ==2.0,3)+ 1.(0,3) + 1.(0,3) + 0.(0,1) = 1,2
. E(X2) =4.00,3) + 1.(0,3) + 1.(0,3) 4+ 0.(0,1) = 1,8
Para usarmos a formula (b), determinam-se as distri-
‘buigbes de X e X2,

X

v |p

0 |0,

1 (0,6 .
2 {03 |

E(X) = 000,1)+ 1(0,6) +- 2(0,3) = 1,2
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X2
v | p
0 10,1
1 0,6
4 10,3
E(X?) =0(0,1) + 1(0,6) + 4(0,3) = 1,8

EXEMPLO 4.2 Uma urna contém duas moedas de 1 centavo (PLi duas
de 5 centavos (V) e uma de 10 centavos (D). Duas moedas
sdo selecionadas ao acaso, sem reposi¢io, e dadas a vocé,
Qual a sua renda esperada na primeira retirada (F)? Na
segundo ret¥rada (S)? Qual a sua renda total esperada?
Veja o diagrama da fig. 4-2.

P F S F+S
10 15

1]

10 1 11

5 d 10
3 1 6
1 10 11
1 5 6
1 1 2

Fig. 4-2
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Pela férmula (b), .
E(F) = 1(0,4) + 5(0,4) + 10(0,2) = 4,4
E(S) = 1(0,4) + 5(0,4) + 10(0,2) = 4,4

E(F + 8) = 2(0,1) + 6(0,4) + 10(0,1) 4+ 11(0,2) + 15(0,2) =
— 8,8

I

PROBLEMA Suporiha que a selecdo, no exemplo 4.2, é feita com
: reposicdo e vocé recebe a soma dos valores das moedas
PARA selecionadas. A distribui¢do da sua renda ¢ igual 4 ante-
DISCUSSAO rior? Sua renda esperada ¢ igual a anterior?
4.1
PROPRIEDADES
DA MEDIA
As propriedédes acima s3o cbhseqﬁéncias imediatas da
férmula (@) para a média. i
EXEMPLO 4.3 Uma moeda equilibrada seri Jangada repetidamente.

Antes de cada lancamento, vocé pode apostar qualquer
quantia em dinheiro no resultado cara, Apresentamos, a
seguir, trés maneiras de apostar, usando apenas os trés
primeiros langamentos:

1. Aposte Cr$ 1,00 no primeiro lancamento.  Se ga-
nhar, abandone o jogo. Se perder, aposte Cr$ 2,00
no segundo langamente, Se ganhar, abandone o
jogo. Se perder novamente, aposte Cr$ 4,00 no
terceiro langamento.

2. Aposte Cr$ 1,00 no primeiro lagamento. Se ga- ®
nhar, abandone o jogo.  Se perder, aposte Cr$ 1,00
em cada um dos lancamentos seguintes.

3. Aposte Cr$ 1,00 em cada lancamento.
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Calcule a média de sua renda liquida, segundo cada
um dos sistemas de aposta.

Resultado P Wi We W,
-HHH + 1 1 3
HHT + 1 1 1
HTH + 1 1 1
HIT + 1 1 -1
THH + 1 1 1
THT £ 1 -1 -1
TTH + 1 -1 -1
TTT + -7 -3 -3

Pela férmula (a):

1 1 1+141 1-7
By = ALl AR _0
8
E(W;) = 0 |

Sua renda liquida média ser, portanto, zero, segundo
qualquer sistema de aposta.

PROBLEMA

PARA
DISCUTIR 4.2

} Imagine um outro sistema que se adapte as circunstin-
cias descritas no exemplo 4.3 e calcule a renda média.

No sistema de apostas 3, do exemplo 4.3, qual a dis =
PROBLEMA tribuicio de sua renda liquida no primeiro langamento da
PARA ‘moeda? No segundo? E no terceiro? Qual a sua renda
DISCUTIR 4.3 liquida esperada em cada lancamento? Qual sua renda total
esperada? Qual seria sua renda liquida esperada, se o sis-
tema 3 fosse utilizado em 10 lancamentos da moeda?

EXEMPLO 4.4 . Confidsre a seguinte densidade de uma varidvel X

b t  O0<t<6

t) = : .
Q) { 0 caso contrario
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Fig. 4-3

Calcule E(X) e E(X?), aproximadamente. Veja a fig.
4-3. Para isto, usaremos a variavel X*, cujos valores sdo
1,3e 5. Sua distribuigdo € a seguinte:

LA
1 |19
3 |3/9
5 159 ‘

EQX*) = 1.(1/9) + 3.3/9) -+ 5.(5/9) = 3.89
E(X*2) = 1.(1/9) + 9.3/9) -+ 25.(5/9).= 17

Entio, E(X) = 3,89 e E(X) = 3,89 e E(X?) = 17, apro-
«imadamente. Os valores exatos sdo E(X) = 4 e E(X2) =
= 18, '

Uma aproximante X* com mais valores dar-nos-ia me-
jhor aproximag#o, porém com mais trabalho. Por exemplo,
se X* assumisse os valores 0,5, 1,5,...,5,5 teriamos E(X*)=
=397 e E(X*?) = 17,86. :

1

. EXERCICIOS 1. Uma urna contém 6 bolas numeradas, das quais trés

. com o numero 0, duas com 0 2 % uma com o 4 Duas
Lista 4 bolas sio por vocé retiradas da urna, sucessivamente,
a0 acaso e pagam-lhe em cruzeiros a média dos nil-
meros nelas inscritos. Determine a distribuigdo ¢ a
média da sua renda e construa O histograma para
esta (@) considerando retiradas com reposi¢do; (b) sem
reposigao. _

Suponha que, apds verificar a primeira bola reti-
rada, vocé€ possa decidir, dependendo do numero nela -
escrito, se repde ou ndo a bola na urna, antes da se-
gunda retirada. Qual seria o seu melhor plano? Qual
seria a sua renda esperada, se vOCcg usasse este plano?
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41— ® e o o

314 e e @ P

2 ® ® ®

14 e e ° °

- Il 1 1 H 1 Il I ] X
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fig. 4-4

Outra propriedade da média € a seguinte: A média
de uma variavel é o ponto onde seu histograma ou
densidade se equilibra. Use este fato para calcular
E(X) e E(Y) no diagrama de dispersdo da fig. 4-4. Qual
o valor de E(X -+ Y)? (verifique, através de calculos,
os resultados).

Uma variavel X tem a seguinte distribuigdo:

Y P

0 0,4
1 {03
2 0,2
3 0,1

Calcule a média da variavel (X — r)? para ¢ =0,1,3
e faca o grafico da média de (X — £)2 como fungdo de
t para 0 < t < 3. Que valor de 7 torna minimo E[(X—
— £)2]? Qusal o valor de E(X)? ‘

Um dos inteiros 1, 2, ..., 1.000 é selecionado ao acaso.
Qual a média do inteiro X selecionado (onde estaria
o ponto de equilibrio do histograma)? Como E(X)=
={+24... + 1.000) /1.000, qual o valor da soma
dos primeiros 1.000 inteiros?

A distribuicio de uma variavel X € a seguinte:
v P
0 1 —1¢
1 4




Calcule: @) E(X), b) E(X?), o) [EX)]?, d) E(X?) —
— [E(X)])? ¢ faca o grafico de cada uma delas como
funcdo de ¢, para 0 < ¢ < 1. '

Se uma variavel assume apenas os valores O e 1,

quais os possiveis valores de E(X)? E de E(X?) — [E(Z)]??

6.

Se uma variavel X assume apenas os valores O, 1, 2,
é possivel atribuir probabilidades a estes numeros, de
tal forma que E(X)=1? De tal forma que E(X?2) =
= 5/3? De tal forma que E(X) =1 e¢ E(X?2) = 5/37

Se E(X)=1, qual o _maior valor possivel de E(X2)?.

E qual o menor?

Uma moeda equilibrada é lancada até que ocorra coroa
ou até que se tenham feito trés lancamentor de tal
forma que os quatro resultados possiveis sdo: 7, HT,

HHT, HHH. Qual é o nimero médio de lancamen-

tos? Qual o niimero médio de langamentos, se, em
vez de, no méaximo, 3 langamentos, ‘tivéssemos 27

‘Se tivessémos . 4? Se tivéssemos 5?7 Se tivéssemos 1.000

(adivinhe)?

Uma urna contém uma bola preta e uma branca. As
bolas sio retiradas ao acaso, sucessivamente, com re-
posigdo, até que a mesma cor tenha ocorrido duas
vezes. Desta maneira, os resultados possiveis sdo: PP,
PBP, PBB, BPP, BPB, BB. Calcule o nimero médio
de retiradas.

Para cada uma das densidades abaixo, calcule E(X) e
E(X2) aproximadamente: :

1 0<r<10 . «
a) f1) = { 0 no complementar
| 12—¢t 0<t<12
| b) f@) = { 0 no complementar

10.

11.

Para uma variavel X, a fig. 4-5 mostra o grafico de

P(X < t). Calcule E(X) e E(X?), aproximadamente.

Uma moeda, com probabilidade p de ocorrer cara, sera
langada duas vezes. Em cada langamento, vocé pode

a3
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0 3 6
Fig. 4§

fazer uma aposta de qualquer quantia no resultado
cara. Vocé usa o seguinte esquema: aposta Cr$ 2,00
no primeiro langamento. Se ganha, aposta Cr$ 1,00 no
segundo lacamento, mas, se perde, aposta Cr$ 4,00
no segundo langamento: ™

a) Dérmine a distribui¢do e calcule a média de seus
ganhos liquidos (W) para p =0,4; 0,5 ¢ 0,6

b) Represente o esquema acima por (2; 1,4). Calcule
a meédia de W para p = 0,4 e 0,6 para cada um dos
seguintes esquemas: (1; 2,3), (1; 0,2), (1; 0,1).

¢) Escolha um esquema qualquer e calcule E( W) para
P =04 ¢ 0,6, Formule uma conclusio geral sobre

o sinal () de E(W).

Em uma certa populagfo, 609, das pessoas que votam
sdo democratas. Vocé seleciona cinco eleitores, ao
acaso, da populagio e dd a cada democrata Cr$ 1,00.
Que quantia vocé espera pagar ao primeiro eleitor sor-
teado? Ao quarto? Qual o pagamento total esperado?
Considere, no problema, o esquema com reposigio e
O esquema sem reposicdo. -

Vocé tem cinco fregueses, dois em 4, dois em B e um.
em C. Vocé deve estabelecer-se em qualquer lugar no
segmento de reta AC da fig. 4-6. Todos os dias, um
dos fregueses é selecionado casualmente e vocé deve
visitd-lo. Onde vocé deve estabelecer-se para mini-
mizar a distincia média percorrida? Suponha que o
custo da viagem é o quadrado da distincia vidjada;
entdo, por exemplo, se vocé estd em 3, uma visita a
C custa (5 4+ 5)2 = 100 cruzeiros. Onde vocé deve -
estabelecer-se para minimizar os gastos ‘esperados?
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Fig. 4-6

14. Um ponto é sorteado casualmente, dentro de um cir-
culo de raio 1. Qual é a probabilidade da distancia X,
do ponto sorteado até o centro, ser, pelo menos, 0,57
Calcule E(X), aproximadamente.

s,

15, Uma urna contém trés bolas, marcadas com 0, Ie2

f-»-yDuas sdo sorteadas sucessivamente, ao acaso. Calcule

E(XY), onde X e Y sdo o primeiro ¢ o segundo nimeros
sorteados (@) com reposigdo ou (b) sem reposigio.

o exercicio 15, encontre o valor esperado para Z =
= max(X, Y), isto é, para o maior dos dois numeros
sorteados (se X ¢é igual a Y, éntdo Z ¢ igual a este
valor comum). o :

17. Toda vez que ao jogar uma moeda sai cara, sua for-
tuna é dobrada; toda vez que sai coroa, sua fortuna é
reduzida 2 metade. Vocé comeca com Cr$ 1,00. Qual
¢ a sua fortuna esperada, apds dois lances (a) se a
moeda é honesta, e (b) se a probabilidade de cara € 1/3?
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Suponha que vocé trabatha com previsdes e uma das
trés palavras da frase GO TO LUNCH seri selecionada
ao acaso. Voc€ deve prever o ntimero de letras da palavra
selecionada e o quadrado do seu erro seri descontado do
seu salario. Por exemplo, se vocé prevé 3 ¢ a palavra
selecionada ¢ LUNCH, vocé perde (5 — 3)2 = 4 cruzeiros,
a0 passo que vocé perde (2 — 3)2 = 1 cruzeiro, se a
palavra selecionada é GO ou TO. Que niimero vocé
deve prever para tornar a perda esperada’ tdo pequena
quanto possivel e qual é a menor perda esperada?
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Se vocé€ escolher o nimero ¢ como sua previsio, o
cilculo da perda esperada é feito da seguinte forma:

Palavra | (n.° de v (erro quadratico
: letras) | (erro) ou perda)
17 | GO 2 2—¢ 2 — 12
rp | TO 2 2—1¢ @2 -1)2
g0 LUNCH S | 5—-1¢ G -2
E(perda) = E(L — 1)2 = 3.2 — 02+ 5.2 — £)2+5.(5—1)2
= 1.(33 — 18¢ + 3¢2)
= t2 — 6¢ + 11
=(—-3242

Sua perda esperada (erro quadratico esperado ou erro
médio quadratlco, emgq) serd, pelo menos, 1gual a 2 para
todo ¢ e sera exatamente 2, 'se t = 3.

Vocé pode prever 3 para L € o emg sera 2.

Observe que

24245

3 =3

E(L) =

igual a sua methor previsdo.
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EXEMPLO 5.2 Considerando a seguinte distribuigdo de peso (W) nums:
populagdo, calcule E(W) e o(W).
Ly P
140 | 0.9
150 0,3
160 0,2.
Tomemos X — (W — 150)/10, cuja distribuicio é a se
guinte: :
vy P
-1 0,5
0 0,3
1 0,2
EX) = — 10,5 + 00,3) + 1(0,2) = ~ 0,3
E(X?) = 10,5)4+ 00,3) + 1(02) = 0,7
o2(X) =

(0,7) — (-0, 3)2 = 0,61
o(X) =+/061 =078 -

W = 10X + 150 |
E(W) = 10(—0, 3) + 150 = 147
a2(W) = 102(0,61) = 61

o(W) = 10(0,78) = 7,8

O desvio padrio é a medida mais comum de dispersé
(variabilidade) da varidvel. Em muitos casos, a probabil
dade da variavel pertencer a um intervalo centrado na m
dia e de raio igual a um desvio padrio é de 609, a 709
A fig. 5-1 apresenta 16 densidades com 0 < ¢ < 1. Pa
cada uma delas, a regido entre m —o e m—+ ¢ esta sor
breada e a probabilidade p nesta regido (isto é, a raz

entre a area sombreada e a area total sob a densidade)
indicada. ‘



0

m—e ' mo'
Se) = max(0,|10t — 5| — 4)
o = 0,467 p =0452

0 r‘i'it'i'r ~m  mte 1
(@) =|2t—1|+1 6 =0312
m =05 P = 0545
25 -
0 o
- 4
J@) = 1—1) 6 = 0,2245
m = 0,5 p = 0,626

0 m—a 05 m m+o 1
fO=1(1—1 6=02
m = 0,6 * p=0640

Fig. 5-1
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f@=|2t—1| - ¢ =0,354
m=205 p = 0,500

1
o = 0,289
p = 0,577

0 m—e m . mte 1
@O = 11— a = 0,189
p = 0,644

m=0,5



42

0 . m—c m m+o ]
S =8£(1-1) o = 0,178
m = 0,667 » = 0,652

Jo = ¢ e =0,194
m = 0,75 P = 0,668

@ ft) _ . m—a¢ m im+teo)
m = 0,8
¢ = 0,163 p = 0,697

Fig. 5-1 (continuagio)

0,125 1

f®) = min(@,(1~5)?)
m =0,5
o = 0,158 p = 0,680

m—e m m+to
f() = min(#,(1-1)%)
m = 0,5
¢ =0,129 p = 0,697
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EXERCICIOS 1. Em cada diagrama da fig. 5-2, estime a média e o

Lista 5

desvio padrio de X' e¢ Y. Calcule, entdo, os valores
exatos e marque, em cada diagrama de dispersio, o
ponto (E(X), E(Y)). Para cada diagrama de dispersio,

calcule o(X + Y).

Um dos digitos 0, 1, ..., 9 é selecionado ao acaso.
Calcule a média e o desvio padrio do digito selecionado.

y (@) y () v (©
@

1 °® 1 ® 1 '
0 1 X 0 1 X 0 1 X
v (e) v o)

[ ]
1 1

TR M

v (@)
1 .
X
0 1
Fig. 52

Uma urna contém ,duas bolas brancas e duas pretas.
Trés bolas sdo retiradas ao acaso; calcule a média e
o desvio padrio do nimero de bolas brancas retiradas

a) com reposi¢do; b) sem reposicdo.

Na sala 1, estdo trés mulheres, cujas alturas sdo 62, 65
e 65 polegadas. Na sala 2, estdo dois homens, cujas
alturas sdo 70 e 74. Uma das duas salas é selecionada
ao acaso; em seguida, uma pessoa ¢ selecionada ao acaso

4 . e o e ‘;f

A G T i SR

- X o
g . L. ~,
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nesta sala. Vocé deve prever a altura da pessoa sele-
cionada, perdendo o quadrado do seu erro. Qual a
sua melhor previsdo e qual o erro médio quadritico?
Suponha que, antes de vocé fazer sua previsio, di-
zem-lhe qual foi a sala selecionada. Qual a sua melhor
previsdo se foi a sala'1 e qual o emq? Se foi a sala 2?
Suponha que alguém se oferece, por um prego, para
dizer a vocé€ qual foi a sala selecmnada Quanto vocé

-e§taré disposto a pagar?

/! s. B’olas sdo retiradas ao acaso, sucessivamente e com
' /reposu;ao de uma ‘urna, na qual 609, das bolas sdo

pretas.

a) S, indica o nimero de bolas pretas nas n primeiras '
retiradas. Calcule E(S,) e ¢2(S,) para n =1, 2, 3
e 4. Tente encontrar uma férmula geral para E(Sn)
e para a2(S,).

b) Seja Y, a proporgdo de bolas pretas nas n primeiras
retiradas, isto é, Y, = S,/n. Calcule a esperanga ¢
a variincia de Y,, para n=1, 2, 3 e 4. Tente
encontrar uma férmula geral para E(Y,) ¢ ¢2(Y,).

6. Refaga o exercicio 5, substituindo 60%' por 309.

7. Substituindo 609, por p no exercicio 5, tente encontrar

férmulas gerais para E(S,), 02(S,), E(Y,) ¢ ¢%(Y,).

seguir, estio algumas distribuigcSes especificadas de
forma incompleta. Em cada caso, tente encontrar um
valor para ¢ que torne o desvio padrido tdo grande
quanto possivel. Construa os hlstogramas para os
valores de ¢ encontrados.

(/- s (a) v P ®) K P
).,/ 0 t ﬁ :{/”/ 1 ‘. t
S g O 1 l—t-% 6 1 — ¢
—i e gV
K . (C) v 7 | (d) . . p
r Ll 0 ‘ t
: 1 0,4
T
3 -'( Sl P S -
iv ! 7 S I §~— e ;.; ‘; !;
Ty
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() v

Q) v p 2
0 i 0 3
2 1 2 1
ot 1 t 3
(t entre 0 € 2) (¢ irrestrito)
@ v P »
t 0,5 R 0,5
t+1 0,3 2t 0,3
t+2 0,2 3t 0,2

(¢ entre 1 e 2)

9, Represente graficamente as densidades correspondentes
as seguntes fungdes:

@ fO=te+1D B f@O=@2—1p

onde 0 <t <1, estime m, ¢ ¢ p=Pm—-oc< X<
- < m + o) a partir do seu grafico e faga célculos apro-
ximados para conferir suas estimativas.

@Um ponto & selecionado _vao" acaso, num circulo de

raio igual a 6 metros. Calcule, aproximadamente, 0
p?
* A

!

desvio padrio de X, a distincia do ponto sortead ao
centro, usando a aproximante X™* com valores 1, 3 ¢ 5.

. Uma moeda honesta é langada até que ocorra coroa
ou até que trés lances tenham sido feitos. Calcule o
desvio padrio do niimero N de lances.

> 02 pppingiaes
P PP-0z PEP i Eoe
P -l TPEY L
-0 o eneol tee (;,,?,3;;
’; BBW@Y%‘ @ gonk FEE € 5ns4
; LB PR FEP p.—q,ogaé

: o £ & BE—22572
CPCez o &8 004,

Al BERE gppp- e

: T T are % 257

9 py PB Foes3

v g g o -2

(o D Bn P2 o

. 1 65 P?ﬁ”j
= 14 < e r-2
£ (\/1 - \ - Y: ﬁ_ﬁ/ ,
' i 80357
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Quando vocé queria prever o comprimento L de uma
palavra selecionada ao acaso, da senténg¢a Go TO LUNCH,
perdendo o quadrado do seu erro, sua melhor previsio
para L era E(L) =3 e a sua perda esperada ou erro médio
quadratico dessa melhor previsio era

02(L) = E(L — 3)2 =2

Suponha que, antes de prever L, vocé conheca o ni-
mero X de letras G da palavra selecionada. Sua melhor
previsdo para L, usando esta informacgéo, é obviamente 2,
quando X =1, pois vocé sabe que a palavra selecionada
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foi GO. Quando X =0, vocé sabe que uma das palavras
TO ou LUNCH foi selecionada e que elas sio igualmente
provaveis, de tal forma que sua melhor estlmatwa é

E(LIX =0) =235+ (53 =3,5

Sua previsdo ¢, agora, uma variavel cujo valor depende
de X ou da palavra que foi selecionada. Vamos calcular
o emq (erro médio quadratico):

Palavra| L X y L-7Y (L - Y,)z.
(erro) (erro quadratico)

Go 2 1 2 0 0
To 2 60 35 -~1,5 2,25
Lunch 5 0 3,5 1,5 - 2,25

emq para ¥ como previsor de L = E(L — Y)2 =
| 042254225
o 3

= 1,3.

O uso de Y para prever L provoca uma economia
esperada ou uma reducgdo esperada do erro quadratico,
de 0,50 em relagdo ao emq original igual a 2. Sua eco-
nomia esperada ¢ 259, do custo esperado original. Di-
zemos que Y tem valor 0,25 como previsor de L.

47
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EXEMPLO 6.1

ESTATISTICA BASICA

A variavel que tem o maior valor para prever L é L,
cujo valor € 1:

o%(L) — E(L — L)?

o(L) |
A média de L tem valor O como previsor de L:
oAL)— E(L — EL)P _ o) — dx(L)
o(L) - o2(L)

“Alguns previsores tém valor negativo; por exemplo,
qualquer constante diferente de E(L) tem valor negativo,
como previsor de L.

W(L, L) =

WEWD), L) = ~0

A f1g 6-1 representa o diagrama de dlspersao para
duas varidveis X ¢ Y. Calcule o emq e o valor de Z =
= (0, \I)X + 1 como previsor de Y.

A réta é o grafico de Z como uma fungdo de X. Os
calculos sdo feitos da seguinte maneira:

X Y Z (Y-2Zp Y2
0 0 1 1 0
0 1 1 0 1
1 2 1,1 0,81 4
3 1 1,3 0,09 1
sl 4 4 44 1% 6
E 1 1 1,1 0475 1,5
(Y)=15-12=0,5
W(Z, Y) = ()_’SESﬂ = 0,05

Entdo, o emq de Z ¢ igual a 0,475 e o valor é 0,05
como previsor de Y.
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PROBLEMA
PARA
DISCUSSAO
6.1
PROBLEMA
PARA
DISCUSSAO
62

' EXERCICIOS
Lista 6

Y
24 °
/
o
"_ 1 i 1 X
0 . 1 2 3
Fig. 6-1

Calcule o valor da constante b que torna menor pos-

sivel a E(Y — Z — b)?? Para este valor de b, Z + b tem

menor emq que Z como previsor de ¥? Calcule W (Z +b,
Y) para este valor de b.

Qual a melhor fungdo de X para prever Y? Qual o
seu valor? Qual a melhor fungdo de Y para prever X7
Qual o seu valor?

FY

1. A fig. 6-2 apresénta o dia- 21
grama de dispersio para

duas varidveis X ¢ Y. 14 | °
e g &____._———J— X
Fig. 6-2 ) 0 1 9

a) Calcule o emq ¢ O valor de cada uma das seguintes
constantes, para prever Y: 0:05; 1,5¢ 2

b) Calcule 0 emq ¢ 0 valor de cada uma das seguintes
fun¢des de X, para prever Y: X,2X,2X - 1, 08X+
+ 0,2.

¢) Determine a melhor funcio de X para prever Ye
‘ calcule seu valor.

-d) Cada uma das fungdes do item b é linear em X,
isto ¢, da forma aX + b, onde a € b sdo constantes.
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2.

ESTATISTICA BA:

E possivel determinar constantes a e b tais q
aX -+ b seja um melhor previsor de Y (tenha mai
valor) que qualquer uma das fungdes em (b)?

e) Encontre a melhor funcdo de Y para prever X
determine seu valor. E uma funcio linear de |

Uma moeda equilibrada ¢ langada trés vezes. Repr
sentemos por X o numero de caras nos dois primeéir
lancamentos € por ¥ o numero de caras nos tré§ lang
mentos. Construa o diagrama de dispersdo para X e
(Lembre-se de atribuir a cada ponto um nimero propc
cional & sua probabilidade). -

@) Determine a melhor fun¢io de X para prever
Qual o seu valor? E uma funcio linear de X?

b) Determine a melhor fungio de Y para prever .
Qual o seu valor? E uma fungio hnear de Y?

Refaga o exercicio 2, supondo, agora, que a probat
lidade de ocorrer cara em cada langamento é 0,6.

Em cada um dos diagramas.de dispersio da fig. 6-
calcule o valor da melhor fungfio de X para prever
e da melhor fungiio de Y para prever X.

(@)

Y Yy
2 ) ] ) 2
1 ° ® ° 1 ° ° *
. i ’—X | 1 Py 1 ] .
0 1 2 3 0 1 2 3 4
Fig. 6-3

Construa um diagrama de dispersao contendo o men(
numero de pontos, para duas Vanagms X e Y, tais qu
EX)=1e E(Y)=3. Suponha qlie vocé vai usar a Vi
ridvel 2X + ¢, onde ¢ é uma constante, para.prever |
Qual seria a melhor escolha para c? Calcule o em
para ¢ =0, 1, 2, ¢ 3.
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Na previsio do comprjmento Z de uma palavra, sele-
cionada ao acaso, da frase I SEE THE MOUSE, supondo
que vocé perde o quadrado de .seu erro, seu melhor pre-
visor constante é E(Z) =3 e 0 emq € 2, uma vez que VOcE .

perde 0 e 4 com probabilidade de § cada, 2 = 6%Z).

Se, antes de prever Z, vocé ¢ informado do numero X
de letras E da palavra selecionda, podemos observar, no
diagrama de dispersdo para X e Z da fig. 7-1, que as me-
lhores previsdes, quando X =0, 1 e 2 sfo, respectivamente,
1, 4 ¢ 3; os pontos com um circulo em volta constituem
o grafico deste melhor previsor, como uma fungdo de X.
Usando este previsor, vocé perde 0 e 1 com probabilidade
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de 3 cada, de tal forma que o emq ¢é 0,5 e o valor do pre-
visor € (2 — 0,5)/2 = 0,75. Os trés pontos assinalados ndo
estio sobre uma reta e, portanto, a melhor funcio de X
para prever Z nido é uma fungio linear de X, isto é, ndo ¢
da forma aX + b, onde @ e b sdo constantes.  Qual é a
melhor fungfo linear de X para prever Z e qual o seu valor?

cov(X, Y)

2 J—
PRX. Y) = cov(X, X)cov(Y, ¥)

A raiz quadrada de p?, afetada do sinal (4) de a, é
chamada coeficiente de correlagdo entre X ¢ Y ¢ é
denotado por p(X, Y).

Note que cov(X, Y) = cov(Y, X), de tal forma que ¢
PpX, Y)=p(Y, X) e que cov(X, X) = a¥(X).
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24

TOR

® MOUSE

®

® THE @ SEE

0
Fig. 7-1
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~ Os calculos necessarios para a determinagéio da melhor
func¢do linear de X para prever Y e seu valor sio os se-

guintes:
padava | X Z X XZ Z* | U=X+42 Z-U Z-1U?
: (erro)  (erro -
] quadratico )
I 0 1 0 0o - 1 2 -1 1
SEE 2 3 4 6 9 4 —1 1
THE 1 3 1 3 9 3 0 0
MOUSE 1 5 1 5 25 | 3 2 4
z 4 12 6 14 44 12 0 6
E 1 3 1,5 3,5 11 3 0 1,5
cov(X, X) = 1,5.— (1)* = 0,5
cov(X, Z) =3,5 — 1(3) = 0,5
cov(Z,Z2) =11 - (3)! =2
_cov(X,Z) 05 _1
T cov(X,X) 05
b=E(Z) - aEX) =3 — 1(1) =2
2 | 2
X, Z) = — X2 O _

cov(X, X)cov(Z, Z) (0,502
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A fnelhor funcdo linear de X para prever Z &, portanto,

U=X -+ 2 e seu valor é p2(X, Z) = 0,25.

A
54 ® Reta de minimos quadrados
para prever Z sobre X

.} 3—4=—1 = errode SEE

FIG. 7-2

A fig. 7-2 mostra o grafico de U como uma fungio

de X. Como U ¢ linear, seu grafico- é uma reta, chamada
reta dos minimos quadrados para prever Z sobre X.

Observag:oes 1.

2.

5.

As trés ultimas colunas da tabela s3o obtidas apds a e b
terem sido calculados.

A média de U ¢ igual & média da variavel Z (que esta
sendo prevista); logo, E(Z — U) = 0.. Isto serd sempre
verdade no caso do melhor previsor linear, de tal forma
que os calculos verificam nossa afirmacio.

Calculamos o emq de U como previsor de Z e encon-
tramos 1,5; logo, W(U, Z). = (2 — 1,5)/2 = 0,25, que é
igual a p2 (X Z), servindo, novamente, para verificar
nosso trabalho.

O emq poderia ter sido igual a 0,5 apenas € o valor
0,75 em vez de 1,5 e 0,25, respectivamente, se tivéssemos
usado a melhor fungdo de X para prever*Z em lugar
da melhor funcio linear.

A reta de minimos quadrados pode ser desenhada, calcu-
lando-se dois pontos de previsdo, isto €, quaisquer dois
pares de valores (X, U), marcando-os no plano e pas-
sando por eles uma reta, por exemplo, quando X = 0,
U =2equando X = 2, U = 4, assim a reta de minimos
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quadrados passa pelos pontos (0,2) e (2,4). Outro ponto
que pertence, sempre, a reta de minimos quadrades é
(E(X), E(Z)). No exemplo, (E(X), E(Z)) = (1,3).

O erro associado a cada ponto do diagrama de dispersido
é a distincia do ponto a reta de minimos quadrados,
tomada verticalmente.

O nuimero a mede o quanto nossa previsdo de Z cresce,
quando X cresce de uma unidade. E chamado incli-
nagdo da reta de minimos quadrados. Quando a =0,
a melhor reta é horizontal, isto é, o melhor previsor
linear é constante e, portanto, tem valor 0: p*(X, Z) = 0.

No exemplo que estivemos estudando, qual o maior

erro quadritico que poderiamos ter cometido, usando U
para prever Z? E possivel determinar outra funcgio linear
de X para prever Z, cujo maior erro quadratico seja menor
que este? "

A fig. 7-3 apresenta um dlagrama de dispersdo. Veja

se vocé pode responder is seguintes questdes, sem dispor
de nenhum célculo; depois, faca os célculos e verifique
suas respostas:

a) Qual a melhor reta horizontal para. prever Y?

b) Qual o seu emq como previsor de Y, isto &, qual
a varidncia de Y? '

¢) Qual a melhor fungdio de X para estimar Y?

d) Qual a reta de minimos quadrados de Y sobre X?

e) Qual seu emq, como previsor de Y?

f) Qual ¢ valor da reta de minimos quadrados para
prever Y através de X, isto é, qual é o valor de
piX, Y)? ‘

*®

Y
2 ® ®
1
- — X
0 1 2
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"EXERCICIOS 1. Uma palavra da frase I SEE THE MOUSE & selecionada

Lista 7

ao acaso. X é o numero de letras £ na palavra selecio-
nada, Y é o numero de letras 7 na palavra selecionada
¢ Z ¢ o tamanho da palavra. Construa o diagrama de
dispersdo para cada um dos seguintes pares, determine
p* ¢ a melhor funcgiio linear do primeiro para prever o
segundo e desenhe a reta de minimos quadrados.

a (Z,Y)
by (Y, 2)
) (X,.Z—Y)
d) (X + 47, 2)
e) (X2, Z)

- Tome qualquer diagrama de dispersio para duas va-

riaveis X e Y, encontre a melhor funciio linear U de X
para prever Y e verifique os seguintes fatos:

a) 02('_U) + e (Y — U) = o(Y)

by p*(U, Y - U) =0

¢) A melhor fungio linear de' X pa'rﬁ prever 2Y + 3 §
2U + 3.

d) cov(X — 1, Y + 2) = cov (X. Y) (Somar constantes
a varidveis nio altera a covariincia entre elas).

€) cov(2X, — 3Y) = — 6 cov(X, ¥ J (Multiplicando va-
ridveis por constantes, a covariincia fica multiplicada
pelo produto dessas constantes). '

) (X + ¥) = 0¥(X) + o¥(¥) + 2 cov(X, ¥)
g pP2X - 1,Y) = pXX, Y) (Enuncie esta propriedade).

- Para trés varidveis quaisquer X, Y e Z, verifique se

cov(X, ¥ + Z) = cov(X, Y) + cov(X, Z).

- Para cada um dos diagramas de dispersio na fig. 7-4,

acrescente um quarto ponto: @) para tornar p*(X, Y)=0
ou b) para tornar p%(X, Y) maior possivel.
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Y Y
34 3 T
2+ . 2 +
14 ° 1+ °
.- L — X ¢ . L X
0 1 2 0 1
a Fig. 74

5. Um diagrama de dispersdo para X e Y tem trés pontos:
(— 1,0), (1,0) e um terceiro ponto Q = (h, k). Encontre
a melhor funcdo linear U = aX 4 b de X para prever Y
e calcule p%(X, Y), para cada um dos nove pontos Q
com h, k=13 e 10, apresentando o resultado em

tabelas: ' :
a _‘b p2
k k
1 3 10 h 1 3 10 h 1 3 10
1 1
3 3
10 10

Para A fixo, de que modo a depende de k (cresce, de-
cresce, permanece constante)? Para 4 fixo, de que modo
b e p? dependem de k? Para k fixo, de que modo g,
b e p? dependem de A? '

“Encontre um ponto Q com 0,4<p%<0,6 e 0<a<0,5.
Construa o diagrama de dispersdo ¢ a reta de minimos
quadrados para este Q.
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6. A tabela abaixo mostra a fracio do total dos votos que
um candidato a governador ¢ um candidato a senador
receberam em cada um de quatro distritos eleitorais:

Distrito G S
1 0,5 04
2 08 0,6
3 0,3 03
4 0,4 0,3

Detetmine a melhor fungio linear de G para prever S
e p¥G,S). (Os calculos serdo simples, se vOcEé usar

X=G-05e Y=5-03).

7. A urna 1 contém 409, de bolas pretas ¢ a urna 2, por

sua vez, 809, de bolas pretas.

Uma das duas urnas €

selecionada ao acaso ¢ uma bola é extraida também
ao acaso, da urpa sclecionada. Encontre a melhor
funcio linear de X, nimero de bolas pretas sorteadas,
para prever Y, a propor¢ao de bolas pretas na urna

selecionada e calcule pX, Y).

8. Numa certa populagio, 50% das pessoas ndo possuem
nenhum carro e 509, possuem um carro. Qualquer
pessoa, quando se pergunta quantos carros possui, diz
a verdade com probabilidade de 0,8 e mente com por-
babilidade de 0,2. Calcule a correlagdo entre X, a
resposta dada, e Y, o nimero de carros que a pessoa

possui.
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Suponha que vocé tem de prever o comprimento Z
de uma palavra, da frase I See the Mouse, selecionada ao
acaso, e vocé perde o quadrado do seu erro. Antes de
‘estimar Z, vocé terd conhecimento dos valores assumidos
pelas duas varidveis:

X = nimero de letras £ da palavra selecionada

Y = niimero de letras I da palavra selecionada,
porém deverd utilizar uma fungdo linear

V=cX+d¥+e ¢ de e constantes

de X ¢ Y para prever Z. Qual é a melhor fungio linear V
e qual o seu valor?
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Z quadrada de pl’(Y Z|
~de b, € chamado caeﬁczeme de ¢o
YeZ dads X e representado por p(Y,
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Os calculos para o nosso exemplo sdo os seguintes:

Palaral| X Y Z X* Y* Z* XY XZ YZ|V (Z-V) (Z —V)2’
I 0 1 1 0 1 1 O 0 1 1 0 0
SEE 2 0 3 4 0 9 0 6 0 3 0 0
THE 1 0 3 1 0 9 0 3 0] 4 -1 1
Mouse| 1 O 5 1 0 25 0O 5 0] 4 1 1
) 4 1 12 6 1 44 0 14 1} 12 0 2
E 1 % 3 ¥ &+ 11 0 + ! 3 0 3
Tabela de Covaridncia
X Y 4
X -1 1
Y | —% % 7
z| + & 2

D = cov(X, X)cov(Y, ¥) — cov(X, Y)
' — L3y - 1y - 1
. - 2'(16) (— 4) — 32

.- cov(X, Z)cov(Y, Y) — cov(Y, Z)cov(X, )
= ‘ - |

AR -CDED

= i

ED)

g cov(Y, Z)cov(X, X) — cov(X, Z) cov(Y, X)

e = E(Z) — cE(X) — dE(Y) ‘
=3-(-DD) = (-HD =5

2z, ix, 7y — —1D+ D

3
4
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(=92 _ 2

AZ,Y) = =

$-1 2

PV, ZIX)=4—F =7
4

3 _ 2 1

PXZIY)=4—3 =4
3

A melhor fungdo linear de X e Y para prever Z €
V=—X—-4Y + 5 ¢ seu valor é p2(Z, (X, Y)) = 2.

. EZ - V)=EZ - WVX)y=E(Z-V)Y)=0. O
erro (Z — V) tem média 0 e é nio correlacionado com
X e Y. Isto serd sempre verdade.

2. Podemos calcular o valor de V como previsor de Z
diretamente:

2-3_3
2 4

Nlb-n

WV, Z) =

EXERCICIOS 3. O cozficiente a de X ¢ negativo. Se, para um Y fixado,

Lista 8

fizermos crescer o valor de X, nossa previsio de Z
cresce, em contraposicio a X + 2, que, como vimos
anteriormente, é a melhor fun¢io linear de X para
estimar Z. '

1. Damos, a seguir, os valores de trés varidveis X, Y e Z,
em uma populacio com 5 elementos

Elemento| X Y Z

QN0 R
Vo= O O
L R
NN O
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4.

Um dos elementos ¢ selecionado ao acaso. Deter-
mine a melhor fun¢fio linear U de X para prever Z, a
melhor fungdo linear ¥ de X e Y para prever Z, a melhor
funcdo linear W de X para prever Y e calcule p2(¥X, Z),
pUY. Z), pUZ, (X, Y)), pAY, Z|X) e pXZ, X |Y).

Para quaisquer trés variaveis X, Y, Z, a correlacio
parcial entre Y e Z, dado X, € igual A correlagdo entre
os erros nas melhores fungdes lineares de X para prever
Ye Z:
oY, ZiX)=p(Y — W, Z -~ U)

Verifique esta relagdo para X, Y e Z, no exercicio 1.
Suponha que X e Y sdo ndo-correlacionadas, isto é,
cov(X, Y) = 0. Simplifique as férmulas para ¢ e d
neste caso. Voc€ reconhece o resultado?

Uma moeda, com prbbabilidade 0,6 de dar cara, é
langada 3 vezes e X; representa o nimero de caras nos
primeiros 7 lancamentos. Determine a melhor funcio
linear de: ' :

a) X, e X, para prever X;

b) X, e X, para prever X,

¢) X, e X; para prever X,

Para o diagrama de dispersio da fig. 8-1, determine a
melhor fungfo linear de X e X2, para prever Y.

]
Y
4+ ®
3 4
2 4
"
. 4 l— X
0 1 2 -3

Fig. 8-1



Urna 1

Urna 2

Fig. 9-1

INDEPENDENCIA

A fig. 9-1 apresenta duas urnas. Retiram-se, ao acaso
e com reposicdo, duas bolas da urna 1 e, em seguida, re-
tira-se, ao acaso, uma bola da urna 2. Denotamos os
nimeros das bolas retiradas por X, Y e Z. E claro que
qualquer uma das varidveis ndo tem utilidade alguma na
previsio de qualquer das outras duas, bem como quaisquer
duas delas nd3o terdo também utilidade para a previsio da
terceira. De fato, os valores de quaisquer duas ndo nos ddo
nenhuma informagdo a respeito da terceira:

PY=2|X=1,Z=2) =P =2 =025

Dizemos que X, Y e Z sdo independentes.
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Y
21 ®
' Se duas varidveis sio independentes. elas sdo, certamente,
ndo-correlacionadas. Mas o diagrama de dispersdo da
, x fig. 9-2 mostra-nos duas variaveis X ¢ Y que nao sio corre-
e

0 1 lacionadas, mas que ndo sdo independentes.

De uma maneira geral, a varidncia de uma soma de
varidveis é igual 3 soma das variincias, quando quaisquer
duas variaveis forem ndo-correlacionadas. Por exemplo,
para duas variaveis X e Y,

!X+ Y)=cov(X+ Y, X+ Y)
coVX,X + Y) + cov(Y,X + ¥)
= cov(X, X) £ cov(X, Y) + cov(¥, X) +
‘ + cow(Y, ¥) “
= o%X) + a¥(¥) + 2 cov(X, Y)

f

Assim, 03X + Y) = o%(X) + o%Y), se cov(X, ¥)=0,
isto é, se X e Y sdo ndo-correlacionadas.

Um caso importante de independéncia é a amostragem
aleatéria, com reposi¢io, de uma distribuicio conhecida.
Por exemplo, se 10 bolas sdo retiradas da urna 1, ao acaso
e com reposi¢io, e X1, ..., X1o; representam os nimeros das
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bolas retiradas, as varidveis X, ..., X10; sdo independentes,

com a mesma distribuigdo:

y

1|05
2 | 025
3 ]025

As varidveis. constituem uma amostra aleatéria desta dis-
tribui¢do.

Por outro lado, se seleciondssemos uma das duas urnas
ao acaso ¢ retirdssemos dessa urna 10 bolas ao acaso e com
reposigdo, os numeros X, ..., X10; das bolas selecionadas
ndo seriam independentes. Se X; = 3, sabemos que a urna
1 foi selecionada, desta forma P (X: =1|X, = 3) = 1/2,
enquanto a probabilidade incondicional de ser X, =1 é

P(X; =1)=Pumna 1 ¢ X; =1) + -
+Puma2e X;=1)=3H+3i@ =32

Uma amostra aleatéria Xj, ..., Xjo; serd extraida da
seguinte distribuicdo:

v p

1 | 04
2 |02
3 |04

Vocé deve prever (¢) a soma S = X; + ... + Xy, dos
valores amostrais e (b)) a média (X + ... + Xi10)/10 = §/10
dos valores amostrais, sabendo que vocé perde o quadrado
do seu erro. Qual a melhor previsio e qual o emq?

A melhor previsio para § ¢
E(S) =E(X; + ... + E(X10)
=2424..4+2=20
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e o emq ¢ :

02(S) = ¢*(X7) + ... + ¢%(X10)
—_—‘0,8+ ves +038 =8

Sua melhor previsio para S/10 €

SY_ES) _ _.
E(IO)— — 20/10 = 2

10

e o emq ¢

- 4 : 9 ¥
= (§5) = e = snon -0

Note que

S ——e
o (—-1—0- = /0,08
g (X 1) = '\/6_,_8-

Desta forma, -

(-
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EXEMPLO 9.2

PROBLEMA
PARA

DISCUSSAO
9.1

EXERCICIOS
Lista 9

ESTATISTICA BASICA

Numa populagio, 80%, das pessoas sdo do sexo masculi-
no. Seleciona-se uma amostra aleatéria, com reposigio,
de tamanho 25 ¢ X € a proporg¢do de pessoas do sexo mas-
culino na amostra. Calcule E(X) e o(X).

Se escrevermos X; = 1, se 0 i-ésimo individuo é do
sexo masculino e X; = 0, se o i-ésimo individuo é do
sexo feminino, entdo X;...,Xs2; é uma amostra aleatdria
da seguinte distribuigdo:

v D '
0 0,2
1 0,8

cuja média € m = 0.(0,2) 4 1(0,8) = 0,8, o desvio padrio

e =408 — (0,82 =+/0,16 =04 ¢
X = (X1 + ... + X25)/25

Entdo,
EX) =m=08
a(X) = o/\/25 = ’% — 0,08

No exemplo 9.2, que tamanho de amostra seria neces-
sirio para termos

a(X) = 0,047 0,027 0,01?

1. Existem trés urnas, sendo que cada uma contém uma
bola preta € a urna i/ contém i bolas brancas, Uma
bola € retirada ao acaso de cada uma das urna se vocé
recebe Cr3 1,00 por bola preta retirada. Calcule a
meédia, varidncia e o desvio padrdc de sua renda total.

2. Bolas sfio retiradas, ao acaso € com reposi¢io, de uma
urna que contém dez bolas numeradas 0, 1, ...,9. Vocé
recebe:
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Cr$ 1,00 quando 0, 1, 2 ou 3 ¢é retirada;
Cr$ 2,00 quando 4, 5, 6, 7 ou 8 & retirada;
Cr$ 4,00 quando 9 ¢ retirada.

Assim, sua renda Y;, proveniente da i-ésima extragdo,
é

Y; =1, X; <3
=256 4< X, <8
=4, se X; =9

onde X; é o niimero da i-ésima bola extraida.

Determine a distribuigio da renda proveniente das
duas primeiras bolas extraidas, sua média e variancia.
Yy, Ya, ... € uma amostra de alguma distribui¢io?

Suponha que vocé dispde de uma urna, como a do
exercicio 2. Como poderia produzir uma amostra
aleatoria da seguinte distribuicio?

v p
10 0,2
12 0,4
14 0,3
20 0,1

Como poderia produzir uma amostra aleatéria de cada
uma das distribui¢des abaixo?

v p v P
10 | 0,18 o | 111
12 | 043 1 | 1y
14 | 028 2 | .
20 | 011

10 | 1y
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Experimentos analogos ao de retirar bolas, ao acaso e
com reposi¢do, de uma urna, como a do exercicio 2,
tém sido constantemente executados e os resultados
X1, X, ..., registrados em tabelas, chamadas tabelas dos
numeros aleatérios. Suponha que vocé dispde de um
par de dados equilibrados, digamos um vermelho e
outro verde. Como poderia, usando o par de dados,
contruir uma tabela de nUmeros aleatérios? Seria
possivel, usando uma moeda honesta, construir uma
tabela de nimeros aleatérios? Construa da maneira
que vocé quiser uma Tabela de niimeros aleatorios, .
com 100 entradas.

Suponha que vocé tem uma moeda, cuja probabilidade
de ocorrer cara é de 0,6. Vocé lanca a moeda repe-
tidamente e considere como um par os dois primeiros
langamentos; como outro par, os dois langamentos se-
guintes e assim sucessivamente. Agora, vocé elimina
todos os pares de elementos iguais ¢ define X; =1,
se 0. i-ésimo par restante for H7, ou X; =0 se o par
for TH. Se os 12 primeiros langamentos sio

BH TH HT Pt~ P~  HT

vocé tem 0 1 1
X1 X, Xs

De que distribuigio, se existir, X, Xs, ... € uma amos-
tra aleatodria?

Se X e Y sdo independentes, cov(X, ¥Y) = E(XY) —
— E(X)E(Y) =0, isto é, E(XY) = E(X)E(Y). De uma
maneira geral, se X1, Xy, ..., X, sdo independentes,

E(X:\X,...X,) = E(X)EX,)...E(X,)
Usando este fato, calcule E(X.X; ... X,), onde X:...X,
¢ uma amostra aleatdria da distribuigdo:

v 4

0 0,7
1 0,3

Qual a distribuicio de X1.X; ... X;?

Extrai-se uma amostra aleatdria da distribuicio abaixo,

-até que se obtenha um 1 ou um 3.
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FNERE
L
(3]

Represente por Y a ultima varidvel observada ¢ por n
o numero de observagdes. Calcule P =1¢e Y = 1),
PY=1|n=1),Ph=2eY=1), P(Y=1[n=2),
P(Y=1), Pmn> 5 e P(n <£5).

A fig. 9-3 apresenta trés paginas de um pequeno livro.
Vocé seleciona uma delas, ao acaso; desta pagina, ce-
leciona uma linha ao acaso e, finalmente, seleciona ao

1 2 3
Excessive bail sive fines imposed, ments inflicted.
shall not be re - | nor eruel and un-
quired, nor exces-|- | usual punish-

Fig. 9-3

acaso uma palavra da linha selecwnada (Vamos con-
vencionar que uma palavra pertence a linha em que
ela inicia.) Qual a probabilidade de que a palavra
shall seja selecionada? Que inflicted seja selecionada?

Suponha que vocé deseja selecionar ao acaso uma
palavra do livro, sem primeiro contar o nimero de

- palavras.” Vocé sabe apenas que (a) o livro tem trés

paginas, (b) nenhuma pégina tem mais de cinco linhas
e (¢) nenhuma linha tems.mais de seis palavras.

Propomos o segumte método: Selecione u = 1,2, 3
ao acaso, v = 1,2,3,4,5a0acasoe w=1,2,3,4,5,6
ao acaso. Entdo, tome a w-ésima palavra da v-ésima
linha da w-ésima folha, se ela existir; caso contrario,
repita o experimento. Continue sempre, até ter con-
seguido a palavra. Assim, (1, 2, 3) nos leva 4 palavra
required, mas (2, 3, 3) ou (3, 2, 1) ndo nos levam a pa-
lavra alguma.

Explique por que este processo funciona ou nio.

IA
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Nos ultimos cinco anos, foram aplicadas vacinas contra
variola em 309, de uma populacio. Selecionam-se, ao
acaso € com reposigdo, dez pessoas desta populagio. Qual
a probabilidade de que exatamente quatro pessoas nesta
amostra tenham sido vacinadas nos ultimos cinco anos?
De uma maneira geral, qual a distribuicio de X, nimero .
de pessoas na amostra que foram vacinadas nestes tiltimos
cinco anos?

Imaginemos que estamos com uma lista contendo os
2! = 1.024 resultados possiveis do experimento, como ve-
mos no quadro seguinte:
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Resultado Probabilidade X
NNNNNNNNNN (0,7)0,7) . . . (0,7)(0,7) - 0,7)1 0
NNNNNNNNNY (0,7)(0,7) . . . (0,7X0,3) = (0,3) (0,7)* 1
NNNNNNNNYN (0,7)(0,7) . . . (0,3)(0,7) = (0,3) (0,7)° 1
YNNNYNNNYY 0,3)0,7) ... (03)(0,3) = 0.0, | 4
YYYYYYYYYY (0,3)(0,3) . . . (0,3)(0,3) = (0,3)™® 10

(Y representa sim ¢ N representa ndo)
Ao lado de cada resultado, estd sua probabilidade e

o valor de X, isto é, o niimero de letras Y.

que

P(X = 4) = C(10, 3) (0,3)*0,N)*

onde C(10, 4) representa o m’xmero‘ de resultados em que

aparecem exatamente 4 letras Y.

Podemos calcular P(X = 4) percorrendo o quadro, mar-
cando os resultados em que X = 4 ¢ somando suas proba-
bilidades. Cada resultado com X = 4, isto ¢, com 4 letras
Y ¢ 6 letras N, tera probabilidade (0,3)4(0,7)%, de tal forma

Em geral, denotamos por C(n, k) o nimero de palavras
com n letras, usando somente as letras N e Y, com exata-
mente k letras Y. A tabela seguintc mostra-nos valores de

C(n, k) para n =1, ..., 10. -
k s ——
n 0 1 2 3 4 P 6 7 8 9 10
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 |1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 |1 8 28 s 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
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Vocé é capaz de explicar a coluna k = 0? A coluna k =
= 1? Os numeros 1 que aparecem na diagonal? O fato
de que cada linha ¢ simétrica em relagiio a seu centro, por
exemplo, que C(8, 6) = C(8, 6)? Qual a soma dos elemen-
tos da primeira linha? Da segunda linha? Da quinta
linha? Qual seria a soma dos elementos da décima linha?
Explique. Vocé percebe alguma regra para calcular os
mimeros de uma linha, conhecendo os elementos da linha
imediatamente acima? Use esta regra para calcular os ele-
mentos da décima-primeira linha. Qual a soma dos elemen=
tos dessa linha? Vocé pode explicar porque esta regra
funciona?

Em nosso problema original,
P(X = 4) = 210.(0,3)40,7)*
A distribui¢do de X é a seguinte:

Ty p
0 (0,7)10
2 45(0,3)2 (0,7)
3 | 120(0,3) (0,7)
4 210(0,3)* (0,7)8
5 | 252(0,3) (0,7)5
6 210(0,3)¢ (0,7)*
7 120(0,3)7 (0,7)®
8 45(0,3) (0,7)?
9 10(0,3)* (0,7)

10 03

Como ficaria a distribuicdo, se 0,3 fosse Substituido
por 0,317 E se 10 fosse substituido por 8?

]

O nimero 10 em nosso problema é chamado tamanho
da amostra ou nimero de ensaios, o nimero:0,3 é denomi-
nado probabilidade de sucesso em um ensaio, a variavel X
¢ denominada nimero de sucessos em 10 ensaios indepen-
dentes com probabilidade de sucesso 0,3 e a distribuigio de
X é denominada distribuicdo bmomlal com 10 ensaios e
probabilidade de sucesso 0,3 ou distribuicdo binomial com
n=10e p=0,3.
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Se X1, X, ..., Xn ¢ uma amostra aleatéria da distri-

bui¢do
v P
1 | »p

a sua soma S = X; + X + ... + X, é uma variavel bino-
mial com parimetros n e p, assim:

ES)= p+ p+ ..+ p=mp
a¥(S) = pq + pg + ... + pq = npq

Vamos, agora, determinar uma férmula para C(n, k).
Para calcular C(10, 4), nimero de palavras que podemos
formar com 10 letras, das quais 4 sdo Y e o restante N,
imagine uma urna com 10 bolas, sendo 4 marcadas com Y
e 6 marcadas com N. Retiramos ao acaso as bolas da
urna, sucessivamente e sem reposicdo, construindo uma
palavra de 10 letras. Um dos possiveis resultados é

YNNYNNNYYN
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Qual a probabilidade desse resultado?

P(YNNYNNNYYN) —

=B XTXEXFXEXFxEIxExExL
Note, entdio, que o denominador € 10 X 9 X 8 X ... X |
X 3 X 2 X 1. Denotamos este nimero por 10! (leia-se 10
Jatorial). Os numeradores para os Y sdo 4, 3, 2, 1, de tal
forma que seu produto é 4!, e os numeradores .para os N
sd0 6, 5, 4, 3, 2, 1, e seu produto é igual a 6!  Assim, nossa
palavra tem probabilidade .

46)  4x3x2x1 1
100 10x9x8x7 210

Para uma outra palavra qualquer, obteriamos, novamente,

a6h 1
10! 210

para sua probabilidade; desta_forma, deverdo exigtir

210 — 10! al
1 “W ol avras.
10!
C(10,4) = TWET)_

O mesmo método nos di a férmula geéral

A férmula estard correta para k =0 e k = n, se defi-
nirmos 0! =1, _

EXERCICIOS 1. Se X é uma variavel binomial com parimetros n e

Lista 10 - p, calcule P(X=k) para cada conjunto de valores de
o n, p e k, dados na tabela seguinte:
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n 2 2 2 3 4 4 4 4 4 4 4 4
P 04 04 04 04 04 04 05 06 03 0,2 0 1
3 0 1 2 0 0 1 1 1 1 I 1 1
P(X = k)

2. Construa o histograma pata uma varidvel biromial,
onde n =35 e p é igual a um dos seguintes valores:
0,4; 0,5; 0,6. Que fracdo da 4rea do histograma estd
comprcnndlda num raio de 1 desvio padriio em torno
da média?

3 Uma amostra aleatoria de 4 elementos serd retirada,
com regos1g4>, de uma certa populagdo e vocé ganha
‘um prémio, se exatamente um dos elementos selecio-

nados tiver um certo atributo. Faca um grifico de

sua probablhdade de ganhar o prémio como fungio.

de p, a probabilidade do atributo na populagio. Qual
o valor de p que lhe di4 maior chance? Qual a sua
- chance para este valor de p?

. Numa certa populagdo, 409, dos eleitores sdo demo-
cratas. Vocé pode determinar o tamanho da amostra
n e este nimero de cleitores é. selecionado ao acaso.
com reposigio, dessa populagio. Voc€ ganha um pré-
mio se houver exatamente dois democratas na amostra.
Que valor de n lhe d4 a maior chance? Qual a sua
chance para este valor de n?

5, Uma varidvel X é binomial com »n = 10. Fa¢a um

o gré.flco de E(X), ¢%(X), E(X/10) e o2(X/10) como fun-
géo de p, sendo 0< p < L.

6. Uma variavel X é binomial com p =04. Faca um
grifico de E(X), a2(X), E(X/n) ¢ 62(X/n) como fungio
de n;1<n < 10.

7/ ‘Uma urna contém uma bola preta ¢ # — 1 bolas bran-
cas. Uma selegdo de n bolas serd feita ao acaso ¢
‘vocé recebe Cr 1,00 cada vez que a’ bola preta é reti-
rada. Calcule a média e a variincia de sua renda

~ total (@) com reposi¢io e (b) sem reposicio, para cada
um dos valores seguintes de n: 1, 2, 3, 5, 10. (¢) Cal-
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cule a probabilidade de que sua renda seja O para os

“valores de n acima e extragdes com reposigio.

Se X é binomial com » =100 e p = 0,3, expresse
P(X = 37) em termos de fatoriais. Expresse P(X =38)
e calcule a razio -

_ P(X=138)
o P(X = 37)

Qual é maior: P(X = 37) ou P(X =38)? Calcule a
razao

PX=k+1)
T PX =k

como-fungﬁo de k. | Para que valores de k essa razio
€ maior do que 1?7 Para que valores de k, P(X =k
+ 1) ¢ maior do que P(X k)? Qual o valor de X

- mais provével‘?

Use a férmula C(n, k), para conferir a tabela dos va-
lores C(n, k) para n = 2 e para n = 1.

Uma moeda honesta é lancada 2k vezes de tal forma
que X, namero de caras obtidas, € uma- varidvel bino-
mial com n =2k ¢ p = 0,5 e a probabilidade de que
o numero de caras iguale © nimero de coroas é :

izl
k1) k1)

Calcule p(k) para k=1, 2, 3 e4. Complete a tabela abai-
x0, dando cada entrada as quatro figuras significantes.

pk) = 0,5)%0,5)*

k| ) P kpAK) (k + $)pKk)
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._‘1. 11.

Tente adivinhar p(5), a partir desta tabela e, a seguir,

‘calcule este valor. Qual a grandeza aproximada de

p(100)? p(1.000.000)? Vocé acha que os nimeros kp(k)
crescem quando k cresce? Que os nimeros (kK + 1/2)

pX(k) decrescem? O restante deste problema requer

algebra.
Escreva uma férmula para a razio

(k+ 1D p2k+ 1)
kp*(k)

simplificando o méaximo possivel. Chegou 4 concluséo
de que os nimeros kp2(k) crescem? Escreva uma fér-
mula para a razdo

(k + 14 1/2)p2(k 4- 1)
(k + 1/2)p*(k)

simplificando o maximo possivel. | Chegou a conclusido
de que os nimeros (k + 1/2)p2(k) decrescem?

Cada um de dois }distritos tem 100 eleitores. O nd-

" mero de democratas no distrito 4 é 20 e, no distrito
_ B, é 60. A seguir, damos trés métodos para selecio-

nar dois eleitores:
a) Seleciona-se, a0 acaso, um eleitor em cada distrito.

b) Seleciona-se, ao acaso com reposicdo, dois eleitores
entre os 200.

‘¢) Seleciona-se, ao acaso, um distrito e, em seguida,

selecionam-se, ao acaso com reposicdo, dois eleitores
do distrito selecionado.

Calcule a média, a varidncia e determine a distribui¢do
de S, nimero de democratas selecionados, para cada
um dos métodos de selegéo.
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A seguir, temos a distribuigio de uma variavel bino-
minal X com n =6 ¢ p = 0,4 e a fig. 11-1 nos mostra seu

histograma.

P v ) 4
03T 0 | 0,047
1 | 0,187
2 | 0311
3 | 0,276
1 4 | 0,13i
%21 5 | 0037
7 | 0,004

0,14
v

0o 1 2 3 4 5 6

FIG, 11-1
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0,204

0,15-

LS

0,10 1+

0,05+

0 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 1516 17 18 19 20
Fig. 11-2

A fig. 11-2 mostra-nos o histograma para uma varia-
vel binomial com n =20 ¢ p =0,7. As probabilidades
para n =20 ¢ para n =0, ..., 6 sdo, cada uma, menores
que 0,001.

Podemos concluir, entio, que todos os histogramas
para variaveis binomiais em que npg ¢ grande tem, apro-
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ximadamente, a mesma forma, forma esta de uma curva
denominada curva normal apresentada na fig. 11-3. A &rea
total sob a curva é 1 e & simiétiica em torno do ponto zero.

No final do livro, poderd ser encontrada um atabela
da distribuicdo normal, mostrando as alturas /1(r), da curva
no ponto ¢ ¢ a area, H(s), sob a curva a dieita do ponto
t, para varios valores de .

Uma variavel que tenha como densidade a curva nor-
mal ¢ denominada varidvel normal padrdo. Essa varidvel
tem média 9 e o desvio padrio 1.

EXEMPLO 11.1 © X é binominal com # — 6 e p
_ : aproximagio normal para P3 < X < 5).

P(3 <X < 5)¢é a parte da area sob o histograma de
de X, comprezxndida entre a=2,5 e b=35,5. Como E(X)=
= 6(0,4) = 2.4 € o(X) = W6(0,4) (0,6) = 1,2,

25—-24
1,2

t, = —5-5—122-34— = 31/12 = 2,583

la

Il

= 1/12 = 0,083

Assi}m, a éproximacéo normal para PB < X < 5) é a
area sob a curva normal compreendida entre 1 /12 ¢ 31/12,



APROXIMAGCAO NORMAL 83

isto €, H(1/12)— H(31/12) Interpolando-se entre H(0,05) =
= 0,480 ¢ H(0,10) = 0,460, temos H(0.083) = 0,467. Ana-
logamente, H(2,583) = 0,0051. Entdo, P <X <35 =
= 0,467 — 0,0051 = 0,462

O valor correto de PI3< X< 5| é
- 0,276 4 0,138 + 0,037 = 0,451

A fig. 11-4 mostra a aproximac¢do normal para P(3 <
< X £5). A escala (x,p) é para o histograma da bino-
minai e a escala (¢, #) oara a curva normal. Cono ¢(X) =
= 1,2 e, pois, uma unidade de ¢ corresponde a 1,2 unidade
de x, devemos tomar na escala vertical uma unidade p
correspondente a 1,2 iguais as 4reas unitirias. Note que
para cada retingulo, isoladamente, a 4rea sob a parte cor-

respondente da curva é aproximadamente igual a do retdn-
gulo. ' .

0,48
0,36

0,24

0,12

FIG. 11-4

EXEMPLO 11.2 Uma moeda com probabilidade 0,6 de dar cafa é len-
gada 600 vezes. Determine a aproximagdo normal para a
probabilidade de ocorrerem exatamente 372 caras.
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Temos:

m = 600(0,6) = 360

o = 1/600(0,6(0,4) = 12 a=2371,5 b =3725
371,50 — 360 115

¢ 12 120
. _ 372,50 — 360 _ 125
> 12 ~ 120

. Como ¢, ¢ 1, entdo proximos, podemos aproximar a

area H(t,,) — H(ty) pela area do retangulo cuja base é 7, —
~ 1, = 1/12 ¢ altura h(’“ * "’) — (1) = 0,242 obtendo:

P(372 caras) = 1/12(0,242) = 0,0202

O valor correto de P(372 caras) até a quarta casa de-
cimai é 0,0203.

EXEMPLO 11.3 Uma amostra de tamanho 60, X3, X3, ..., Xso € retirada
da seguinte distribuiciio: .

v p
0 |03
1 | 04
2 |03

Determine a aproximacio normal oara a probabilidade
.de que a média da amostra
X1+ X2+ ... 4+ Xoeo
< 4.

X=

seja menor que 0,9.
P(X <09 = P(X1 + ... + Xs0) < 54)
E(X1 + ... 4 Xe0) = 60(X1) = 60(1) = 60
o’ (X1 + ... + Xeo) = d00%(X1) = 60(0,6) = 36
O’(Xl + e + Xso) =6
Entdo ‘

PXh + .. +Xso<54)—"l--H(535 — 60

=1 - HE) = HE) = 0,140
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EXERCICIOS.
Lista 11
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Existem 149, de chance de que a média da amostra

esteja abaixo de 0,9.

1.

Uma variavel X tem média 500, desvio padrdo 100 e
é, aproximadamente, normal. Calcule a probabilidade
de cada um dos seguintes eventos: X < X < 600, X<

< 800. Determine 0 numero x para o qual P(X >

> x) = 0,04.

Desenhe cuidadosamente um grifico de H(f) paa
—2,5<t<25. Poderia vocé usar este grafico em
vez da tabela de distribuigio normal, para responder
as questdes do problemal? : '

Se 100 bolas sdo retiradas ao acaso, com reposicao,
de uma urna, na qual 209, das bclas séio pretas, qual
a probabilidade de que, pelo menos, 30 das bolas
retiradas sejam pretas?

Uma urna contém duas bolas vermelhas, uma verde
e uma azul. Se 1.000 bolas sdo retiradas ao acaso,

~ com reposicdo, qual a probabilidade de que, pelo

7.

menos, 300 azuis sejam obtidas? que, pelo menos,
550 vermelhas sejam obtidas?

Se X é uma varidvel normal padronizada, determine a
probabilidade de que X pertenga a cada um dos inter-
valos (0; 0,6), (0,6; 1,2), (1,2; 1,8), (1,8; 2,4) e 2;4; 3,0);

a) usando a tabela da distribui¢io normal ou b) mul-
tiplicando o valor de # no ponto médio por 0,6.
Use cada uma dessas aproximagdes para estimar
E(X2), aproximando-s¢ X por uma variavel X¥,
cujos. 10 valores sdo + 0,3; +09; + 1,5; +2,1;
+ 2,7. '

Um dado equilibrado é arremessado 420 vezes. Deter-
" mine a aproximagio normal para a probabilidade
de que a soma dbs numeros produzidos seja, pelo -
menos, 1.400.

Se X é uma binomial com 9 provas e probabilidade
de sucesso 0,5, encontre o valor exato de P(X =YJ)
e sua aproximasdo normal.

Uma amostra aleatéria, com reposigdo, de n = 900
pessoas, € retirada de uma populago, na qual a pro-
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por¢io P de pessoas com um certo atributo é 0,7.
Determine a aproximag¢do normal para a probabilidade
de que a propor¢io X na nossa amostra esteja com-
preendida entre 0,68 e 0,72 ou que o nimero S de
pessoas na amostra com o atributo esteja compreen-
dido entre (0,68) (900) = 612 e (0,72) (900) = 648.

Repita o problema 8, para cada uma das oito triplas
com n = 225 ou 900. p = 0,5 ou 0,7, d = 29, ou 5%,.

n P d P(|X —p| < d)

225 0,5 0,02
225 0,5 0,05
225 0,7 0,02
225 0,7 0,05
900 0,5 0,02
900 0,5 U,05
900 0,7 0,02
900 0,7 0,05

Uma moeda honesta é lancada 400 vezes, a) calcule a
aproximagiio normal para a probabilidade de exa-
tamente 200 caras; b) Determine cotas inferiores e
superiores para a-‘ probabilidade exata no problema
10 da lista 10.

Se X; e X, sdo uma amostra da distribuigdo

v p
0 Po
1 n
2

Ps

no| op
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entio, S = X; 4+ X, tem a distribuicio

v p

0 Pn?

1 Dops + P1po

2 Popz + p1py + Papo

3 Paopa + Pip2 -+ papr + Papo
n PoPn + P1Pa1 + . + Papo

n+1 P1Pn + PePr1+ . o o + Pupn
n+2 D2Dn + P3Pn1 + ... Dupe

2" pnl :

a) Explique P(S = 3) = pops + P1ps + paps + papo.

b) Determine a distribuicio de S, quando a amostra
¢é retirada da distribuicfo

v

¢) Determine a distribuicdo de T = S; 4 S,, onde S;
e S; sdo uma amostra da distribuicio de § em (b),

. Por que a distribuicio de T ¢ igual 3 distribuigio
de X1 + Xi + X; + X, onde X;, X, X;, X, sdo
uma amostra da distribuigio dada em (b)? Cons-
trua o hlstograma para 7. Calcule a aproximacdo
normal para’ P(T = v), para cada valor de vde T

WN - O
PROFToreTreR | -
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Em um lago, hA um pequeno niimero, 4, de peixes.
Vocé sabe que 4 = 1, 2 ou 3 e atribui-a cada um desses
valores, probablhdades 0,2, 0,2 e 0,6, respectivamente.
Vocé pega ao acaso um peixe do lago, marca-o de alguma
forma, repondo-o no lago, em segulda No dia segumte,
pega novamente ao acaso, um peixe, verifica se é ou nio
o marcado e repde no lago. Agora, vocé terd de decidir
se o niimero de peixes no lago é ou ndo igual a 3, ganhando
um prémio se tomar a decisdo correta. Qual o melhor
método de decisdo ¢ em quanto boa € a sua chance de
ganhar o prémio?
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Nosso primeiro passo na solugdo do problema é repre-
sentar os dados disponiveis em uma tabela que denomi-
naremos fabela de dados:

s AR 5 0 louT L PRAE i
N do o ue
TABELA DE DADOS
dji%’!?,l b},J.)f_'a’,n / X)@Jd
. ' . s Yil 153 -
SENTEY Vo IRy A A "ll:%‘_ﬂ PV SN2 .
- - ( T; N m[.{._O_;.’/.@»;.}f el
¥ === -
o okho o 02 1 1 0
o 02 2| 3 3
SRtacNe I 06 3 PO
E R TR ) -4

A coluna A aptresenta os possiveis valores da varidvel A
(niimero de Jpeixés no lago) e a coluna 4 as probabilidades
atribuidas a cada um desses valores, antes do experimento
ser realizado. A varidvel 4, cujo valor é de nosso inte-
resse e da qual se espera reconhecer alguma coisa através
do experimento, é chamada o pardmetro do problema ¢ a
distribui¢io 4, que representa nossa opinido sobre A4 antes
da realizacio do experimento, é chamada distribuicdo a
priori do pardmetro. . A varidvel X representa o resultado
do experimento. Este tem 2 resultados possiveis: T, o
peixe apanhado no segundo dia .foi o peixe marcado, ou
N, n3o foi o peixe marcado. Os nimeros na coluna T
mostram a probabilidadé do resuitado T para cada valor
do pariimetro; se 4 =2, a probabilibade de pegarmos o

- peixe marcado é } e assim por diante. Os numeros na

coluna N mostram a probabilidade do resultado N para
cada valor do parimetro. A fungdo p(x |a), que especifica,
para cada resultado x e o valor a do parimetro, a proba-
bilidade de observarmos o resultado x, dado que o valor
do pardmetro ¢ a, é denominado modelo para o experimento.
Assim, nossa tabela de dados nos mostra duas coisas:
(1) a distribuicdo a priori A e (2) o modelo p.
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O segundo passo é construir a fabela da distribuicdo
conjunta, que nos da, para cada valor ¢ do parimetro e
cada resultado x, a probabilidade de ocorréncia do par
(@ x). Como P(A=a ¢ X=x)=PAd=a).PX=
= X |4 = a) = Ma)p(x |a), obtemos a tabela da distribuicio
conjunta, multiplicando-se cada p(x |a) na tabela de dados
por A(a): \

TABELA DE DISTRIBUICAO CONJUNTA

X
A Z
T N
1 0,2 0 0,2
2 0,1 0, 0,2
3 02 04 | 06
) 05 05

Porexemplo: P(4=3e¢ X=N)=P(A=3)P(X=N|4=
=) =0@) =04

A linha 2, que € a soma das linhas do parimetro, d4-nos
a distribuicdo (marginal) de X: '

PX=T)=05 ¢ PX=N)=0,5

Analogamente, a coluna 3, a soma da coluna dos resul-
tados, di-nos a distribuicio de 4, que sabiamos ser \.

O terceiro passo & construir a tabela da distribuicdo a
posteriori, que nos d4, para cada resultado x do experi-
mento, a distribui¢o que atribuimos a 4, quando aquele
resultado for observado. '

Como

PA=ae X=x)

PA=galX =x) = P —n
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Método 1

Meétodo 2-

obtemos a tabela da distribuigdo @ posteriori dividindo cada
entrada na tabela da distribuicio conjunta pelo nimero 3.
ao pé da coluna correspondente:

\ 3
TABELA DA DISTRIRBUICAO A POSTERIORI
X | |
A
T N
1 0,4 0
2 02 0,2
3 04 08
Por exemplo,
P(4 =3|X=Nj= PA=3eX=N) 04 —08

PXX=N) 0,5

Podemos, agora, resolver nosso problema: Deve vocé de-
cidir que 4 =3? Como P(4 = 3|T) = 0,4 < 0,5, se vocé
pegar o peixe marcado, a melhor decisio é 4 = 3 e sua

chance de estar decidindo corretamente & 0,6. Mas, se

pegar o peixe ndo marcado, dado que P(4 = 3|N) =0,8 >

> 0,5, vocé deve decidir que 4 =3 com chance 0,8 de
-estar decidindo certo.

Aqui estdo dois métodos para vocé encontrar a chance
total de estar decidindo corretamente:

Dos seis pares (a, x) que devem ocorrer, aqueles que
o fazem ganhar o prémio (usando seu critério de decisdo)
sdo (1, T), (2, T) e (3, N). As probabilidades desses pares,
de acordo com a tabela da distribuigio conjunta, sdo 0,2,
0,1 e 0,4 de tal forma que a probabilidade de vocé estar
tomando a decisio correta é

0,2 40,1 + 0,4 =0,7
P(prémio) == P(T e prémio) + P(N e prémio)

= P(T)P(prémio |T) + P(N)P(prémio |N)
= 0,5(0,6) + 0,5(0,8) =0,7
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Usando seu critério de decisdio, qual a prob'abilidade
de que vocé ganhe o prémio, se 4 =1? Se A4 =27 Se
A =37 (Respostas I, % ¢ 3).

Sumsdrio

S T 0001‘1‘&, decxda A ?‘-’
Se N ocorre, decxda _A o
- Probabilidade total d

Suponha que, em vez de ter de decidir se 4 = 3, te-
nhamos que estimar A4, perdendo o quadrado de nosso
erro. Qual a melhor estimativa para A e qual é seu emq?
Se T ocorre, nossa melhor estimativa para Aé

E(4|T) = 0,4(1) + (0,2)(2) + (0,4(3) = 2,0
€ nosso emq ¢

oA |T) = E(A*|T) — (E(4|T)?*
= (0,4)(1)* + (0,2)(2)* + (0,4(3)* — (2,0)
= 4,8 — 4,0 =0,8
Se N ocorre, sua melhor estimativa para A e E(A|N) = 2 8
e c(A|N) =8 — (2,8)* =0,16.

Aqui estio dois métodos para calcular o emq total.

Método 1 A tabela a seguir di-nos o erro quadritico para os
seis pares (a, x):

A X

T N

(I—-22=1 (1 —28)2=324
2-22=0 (2—282=0,64
3—-22=1 (3—28)2=004

L DD
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Multiplique cada erro quadratico pela probabilidade do
par correspondente, obtendo:

emgq total = 1(0,2) + 0(0,1) + 1(0,2) + (3,24)(0) +

Método 2 emgq total = P(T)(emq |T) + P(N)(emq|N) =
= (0,5)(0,8) + (0,5)(0,16) = 0,48
Seu emq, como fungdo do mimero de peixes no lago, é:

emq|d =1) = 1(1 — 2)* + D(1 — 2,8)* =1
(emq |4 =2) =32 — 2)* + 3(2 — 2,8)* = 0,32
(emqld =3) =33 - 2)*+ £(3 — 2,8)? = 0,36

Sumdrio

Observacgbes 1. Se tivermos de decidir se 4 = 3 antes de pescar, nossa
melhor decisio € 4 =3 ¢ temos uma chance de 0,6
de estarmos decidindo certo. O experimento de pescar
um peixe aumenta esta probabilidade para 0,7.

2. Se tivermos de estimar A antes de pescar, nossa melhor
estimativa é E(4) =24 e o emq é ¢*(4)=0,64. O
experimento de pescar um peixe reduz o emq para 0,48,
de tal forma que a melhor estimativa a partir do expe-

0,64 — 0,48

0.64 = (,25.

rimento tem valor igual a

O resultado T aumenta realmente o émq para 0,8.
Estamos mais incertos acerca de A4, apos a realizagdo do
EXERCICIOS experimento, do que antes de realizi-lo.

Lista 12 1. Nos dados apresentados na tabela que segue, vocé deve

observar X e decidir qual o valor correto de 4, ganhando
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um prémio se tomar a decisdo correta. Qual o melhor
resultado e quais suas chances totais de ganhar o prémio?

- X

B W

03 a | 06 04
07 b5 |09 o0l

Descreva um experimento de urna, com os dados tabe-
lados do exercicio 1.

Resolva o exercicio 1, com a coluna 1 substituida por
@) Ma)=02 ¢ \b =08
b) Ma@)=0,1 e AD)=09

A proporgio p de estudantes graduados, numa certa
classe, pode ser 0,1, 0,2 ou 0,5 e essas proporgdes sdo
igualmente provaveis. Vocé selecionara uma amostra
casual, com reposigio, de dois individuos da classe e
registrard seu status (G ou U). Continuard a tabela
de dados para este experimento. Determine a melhor
estimativa para p, quando o resultado do esperimento
é GU, e calcule o emq para este resultado.

Suponha, no exercicio 4, que alguém seleciona a amostra
¢ lhe informa o nimero X de G na amostra. Construa
a tabela de dados para este esperimento, determine o
melhor estimador para p, quando X = 1.

A urna 1 tem duas bolas pretas e uma bola branca;
a urna 2 tem uma bola preta e duas bolas brancas.
Uma das urnas é selecionada ao acaso e, em seguida,
selecionadas, ao acaso, duas bolas dessa urna. Vocé serd
informado *do total de bolas pretas retiradas e deverd
decidir qual a urna selecionada. Construa a tabela de
dados para este problema e determine o melhor método
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de decisdo e sua chance total de estar decidindo corre-
tamente, (@) com reposigio e (b) sem reposigao.

7. Uma das palavras da frase This is it € selecionada ao
acaso e, em seguida, desta palavra é selecionada uma.
letra, que lhe é apresentada. Vocé deveri, entdo, adi-
vinhar que palavra foi selecionada, ganhando um prémio
se estiver correto. Construa a tabela de dados, da
distribui¢io conjunta e da distribuicio a posteriori.
Determine o melhor método de decisdo, calcule sua
chance de ganhar o prémio para cada possivel resulta-
do e sua chance total de receber o prémio. -Usando seu

'método de decisdio, qual sua chance de ganhar esse
prémio, se a palavra selecionada é THis? 182 I1T?

8. Um ponto do diagrama de dispersdo da fig. 12-1 é
selecionado ao acaso. Vocé observa X e deve estimar

1.? °

L @ L s 4 X
0 1 2 3
Fig. 12-1

Y, perdendo o quadrado de seu erro. Construa a ta-
bela de dados, da distribuigdo conjunta, da distribuicio™
a posteriori, determine seu melhor método de decisdo e
calcule seu emq total.

9. Uma urna contém n bolas numeradas 1, 2, ..., m.
Vocé sabe que n =3, 4 ou 5 e considera esses valores
igualmente provéveis. Retira, ao ‘acaso, uma bola da
urna. Qual a distribuicdo a posteriori de n, se vocé
retira a bola nimero 1?7 2?7 3?7 4?7 57
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Suponha que vocé deve decidir se a proporgio de |
fumantes, num certa populagio, ultrapassa 25%. Vocé
seleciona uma amostra casual de 100 pessoas e encontra
80 fumantes. Qual deve ser a sua decisdio e qual a chance
que tem de estar correto?

O parimetro A de interesse, a proporgiio de fumantes
na populagdo, tem um grande niimero de possiveis valores:
Se a populagio tem 10.000 elementos, qualquer um dos

. 2
10.000° 10.000*"°

valor. Além disso, geralmente nio teremos conhecimento

10.001 mimeros 0, » 1 & um possivel
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acerca do mimero exato de elementos da populagdo. Ima-
ginaremos que fodos 0s nameros compreendidos entre 0 € 1
sio possiveis valores de A e descrevemos nossa opinido
a priori sobre A, através de uma fungéo de densidade f,
definida para 0 < x <1 denominada densidade a priori
de A.

Qualquer densidade sob (0, 1) ¢ uma possivel densi-
dade a priori. Tomamos conhecimento de diversas densi-
dades sob (0, 1), no cap. 3.

A relagdo entre a densidade a priori de- uma proporgao
sua densidade a posteriori, dada a amostra, é muito simples:

Por exemplo, no problema dos fumantes, se nossa
opinidio a priori sobre A € uniforme em ©, 1), isto &, f(x)=1
para 0 < x <% e f(x) =0 para x> 4, a distribuig¢io a
posteriori para A tem densidade

(x)_{x“'(l-—x)"’ 0<x<}
EX =10 1<x<1

Temos de construir o grafico de g ¢ determinar que
proporgio da érea total sobre g estd compreendida entre 0
e 0,25. Isto & bastante complicado, mas podemos trabalhar
com amostras bem pequenas. Por exemplo, se selecio-
narmos um individuo e ele ndo for fumante, teremos u = 0
e v =1, de tal forma que a densidade a posteriori de A ¢é

' (1-x) 0<x<}%

g(x) = { |

: 0 1<x<1

Como podemos ver na fig. 13-1, a érea total sobre g ¢

_1_(1+%)__3_
2\ 2 ) 8
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¢ a 4drea compreendida entre 0 ¢ } &
LY (E< W
4\ 2 32’

Logo, P(0 < A < } |amostra) = Z/2 — Z = 0,57.

0 57A probabilidade de que 4 < } aumentou de 0,5 para

0 T 3

Fig. 13-1
PROBLEMA
PARA
DISCUSSAQ
13.1

i

Calcule P(0 < 4 < }|amostra), se o individuo na
amostra for um fumante. |

(Resposta: - 1)

Se tivéssemos selecionado uma amostra de cinco pes-
soas e encontrado dois fumantes, isto €, u =2 e v =3,
teriamos: '

()_ﬁ{xz(l—xy 0<x<}{
£9=10 x>4% |
Calculamos alguns valores para g:

x x2 (1-x)3 | g

0 0 1 0

01 001 0,729 [ 0,00729
02 004 0512 | 0,02048
03 0,09 0,343 | 0,03087
04 0,116 0216 | 0,03456
05 025 0,125 | 0,03125

Construimos o grafico para g (ou um muiltiplo qualquer,
que seja conveniente, digamos 1.000 g) e estimamos as
éreas sobre g em (0, 1) e (}, ). Como podemos observar
na fig. 13-2, a 4rea compreendida entre 0 e % parece igual
a 4rea sobre a linha pontilhada, a uma altura de 12, ¢ a
area compreendida entre } e % parece igual 3 4rea sobre
a &rea sobre a linha pontilhada, a uma altura de 32, assim
estimamos:
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32(0,25) _s_

P(A > 0,25 |amostra) = 32(0,25) + 120,25) ~ 11

1000y

351
301
25 1
20 4
15¢

S

10 +
5--

0 01 02 03 04 05
Fig. 13-2

Se todas as pessoas de nossa amostra tivessem sido
fumantes, isto é, ¥ =5 e v =0, terfamos, conforme o
grafico .da fig. 13-3,

gx) = [ :5

A 4rea compreendida entre 1 e 36, aproximadamente,
12(0,25) = 3. A é4rea compreendlda entre 0 e i ¢ muito
pequena para ser estimada pelo grafico.

para 0 < x <3
para x > %

1000g

40 1+
301
201

10 +




100 ESTATISTICA BASICA

Vamos ignorar a drea realmente desprezivel, abaixo de 0,2
e calcular

1.000g(0,2) == 1.000(0,2)> = 0,32
1.000g(0,25) = 1.000(0,25)* = 0,98

0,98

0,32 { B
0,20 0,32

Fig. 13-4

¢ estimar a area compreendida entre 0,2 e 0,25 como sendo
a area do trapézio da fig. 13-4, que ¢é igual a

(0,05)(0 ,32:4 0,98

Assim, estimamos
P(A4 > 0,25 |amostra) = 3/(3,0325) = 0,99

) = 0,0325.

Mesmo uma amostré de tamanho cinco pode propoi-
cionar uma grande evxdenma (O verdadeiro valor de
P(A > 0,25 |amostra) é & = 0,985). ,

EXERCICIOS 1. Para_a densidade a priori f(x) =x*1 — x) e uma
Lista 13 ‘ amostra com u = 1 e v =2, faga um grafico da densi-
: ' dade a posteriori de A e estime o*(4 |amostra).

2. A area sobre o gréfico de x", compreendida entre 0
+1

et éigual a +1

guintes valores: a) t =%, n=0; b t=4% n=1;
ot=% n= 2 (aprox1madamentc)

Verifique este fato para os se-
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3.

4.

5.

Use o fato apresentado no exercicio 2 para mostrar
que, se A tem uma distribuigdo, a priori, uniforme em
(0, 3) e uma amostra casual de tamanho cinco apre-
senta cinco sucessos, entdo,

P(A4 > 0,25 jamostra) = 52

Uma amostra de trés sé tem sucesso. Se a tem distri-
buicio a priori, uniforme, use o fato apresentado no
exercicio 2, para calcular os nimeros

Py = P(0 < A < 0,4}amostra)
P, = P(0,4 < 4 < 0,8 |Jamostra)
P; = P(0,8 < 4 < 1jamostra)

Calcule a média da varidvel aproximante A*, cuja
distribuicdo é

v p
0,2 Py
0,9 | P

Uma proporgdio 4 tem um dos 11 valores: 0; 0,1;
0,2;...; 0,9; 1 e estes valores sdo, a priori, igualmente
provaveis.  Uma amostra casual da populacio apre-
senta u sucessos e v falhas. Construa o histograma
a posteriori, para A, das seguintes amostras:

a) u=1, v=20
b u=1, v=1
¢ u=2, v=20
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Se vocé inicia com uma densidade, a priori, uniforme
em (0, 1) para uma proporgdo 4, ¢ uma amostra casual
lhe d& u individuos com uma certa caracteristica ¢ v sem
ela, a densidade, a posteriori, resultante para 4 €

x¥(1 — X
Chamaremos esta densidade de densidade (u, v).

A fig. 14-1 apresenta densidades para alguns (v, v).
As trés primeiras densidades (primeira linha) tém u = v).
Elas sio simétricas em torno do ponto 0,5, mas tornam-se

mais estreitas 2 medida que u cresce: Quanto maior a
amosira com ¥ = v, mals ¢ provavel que A esi)a proximo

de 0,5. As trés da linha seguinte tém v = 2u: duas vezes
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(0,0
Densidade

mais falhas que sucessos.

(L,1)
Densidade

(2,2)
Densidade

0 ',3:(2’4) 1

Densidade

Fig. 14-1

e o —

(4,8)
Densidade

Todas elas apresehtam um mé-

ximo no ponto } e sé tornam cada vez mais estreitas, 3
medida que u cresce: quanto maior a amostra com v = 2u,
é mais provivel que A4 esteja préximo de }.

EXEMPLO 14.1

- CCSEO08,

Suponha que sua mdensidade a priori para uma pro-
porgio A é uniforme, isto é, a densidade é (0, 0). Vocé
seleciona uma amostra de tamanho 100 e obtém 30 su-

Qual a sua melhor estimativa para A? Qual a

_probabilidade P de que o verdadeiro valor de 4 nio difira
em mais de 59, de sua estimativa?

Como sua densidade a posteriori é a densidade (30, 70),
sua melhor estimativa é a média m da densidade (30, 70)
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e P & a probabilidade de que uma. variavel éom densidade
(30, 70) ndo difira de sua média em mais de 5%.

Para uma densidade (u, v) como esta, a aproximagio
normal serd boa e, assim, tudo o de que precisamos é da
média e da variincia da densidade.

Assim, se A tem densidade (30, 70), aproximadamente,

30
Ed) =3577=03 ‘
ody = ODOD _ o

o(d) = +/0,0021 = 0,046.
P(A ndo difira de 0,3 por mais de 5%)=P(0,25<4<0,35)=
0,25 — 0,3) (03503

0,046 T 0,046
H(- 1,09) — H(1,09) =1 — 2H(1,09)
1 — 2(0,138) = 0,724
Sua melhor estimativa para A & 0,30, a proporgio de
sucessos na amostra. Seu emq é 0% 4) =0,0021 e a chance

v que vock tem de nZo se afastar do verdadeiro valor de 4
por mais de 59, é de cerca de 72%.
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Que diferenca faz o fato de vocé comegar com uma ou
com outra opinido a priori? No nosso exemplo, se vocé
tivesse iniciado com a densidade (4, 1), sua densidade
a posteriori, observada uma amostra (30, 70), seria

g(x) = x4(1 — X)x3(1 — x)° = x3%(1 — x)*
ou, em outras palavras, a densidade (34, 71). Sua estimativa

para A seria
34
o¥(d) = ‘0’32‘2)‘2.’674) — 00021  o(4) = 0,046

P(A ndo difira de 0,324 por mais de 5%) = 0,724
Este exemplo ilustra dois fatos:

1. Se sua opinidio a priori estd razoavelmente bem distri-
buida e vocé tem uma amostra razoavelmente grande,
sua opinido a posteriori serd praticamente indepen-
dente de sua opinido a priori. .

2. Se sua opinidio a priori tem densidade (r, s) e vocé
observa uma amostra (u, v), sua opinido a posteriori
terd densidade (r + u, v + ).

O segundo destes fatos tem uma interpretagiio natural.
Se vocé inicia com uma opinido a priori uniforme sobre 4,
isto é, com densidade (0, 0) ¢ observa uma amostra (7, ),
sua opinido a posteriori terd, entdo, densidade (r, 5). Se
vocé, agora, numa segunda amostra, observa (u, v), sua
opiniio final pode ser calculada tanto como o resultado
da observagio de uma amostra (¢, v) segundo uma opinido
a priori com densidade (r, s5) quanto (agrupando as duas
amostras) como o resultado da observagdo de uma amostra
(r + u, s+ v), segundo uma opinido a priori com densi-
dade (0, 0). O segundo fato diz que os dois métodos de
cilculo produzem os mesmos resultados.

EXEMPLO 14.2 Um senhor esta fortemente convencido de que a pro-
porcio A, nascimentos do sexo masculino numa certa popu-
lagdo, é aproximadamente 0,5 e atribui a 4 uma distribuigio
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(500, 500). Qual serd sua estimativa para 4 (@) apos
observar uma amostra de 100 nascimentos, dos quais 52
sdo do sexo masculino? (b) apés observar uma amostra
de 10.000 nascimentos, dos quais 5.200 sio do sexo
masculino?

Para (a):
B =Goo T 55;))0 -:- (230 +48) Loy =02
Para (5):
B =50+ 53008)_';-5(333 + 4.800)
_ _151_'1_)%% — 0,518

Apos observar uma amostra do tamanho 100, sua
opinido a priori ainda predomina, mas uma amostra de’
tamanho 10.000 a ela se sobrepde. .

EXERCICIOS 1. a) Determine uma densidade (u, v) que; em sua escola,

Lista 14

aproxima sua opinido acerca da proporcio A4 de
alunos, cujo sobrenome comeg¢a com as letras de
de 4 a F.

b) Da maneira mais simples que tiver ao seu alcance,
selecione de sua escola uma amostra (com tamanho
entre 20 e 100) de estudantes; registre o nimero x
de alunos em sua amostra cujos nomes iniciam com
as letras 4 a F e o nimero y de alunos cujos nomes
iniciam com as letras de G 2 Z. Uma forma é
pegar um exemplar do jornal da escola e tratar o
nome dos alunos, que nele aparecem, como uma
amostra casual.

¢) Calcule a média m e¢ o desvio padrio o de sua
- distribuigdo a posteriori para A.

d) Agora, estime o valor de 4 com a maior precisio
possivel, com os dados do Diretério Académico.
Verifique a posicdo deste valor de 4 em relagio
a sua distribuicdo a posteriori ou qual o valor de
(4 — M)/o.



INFERENCIA ESTATISTICA 107

2, Repita o exercicio 1, mas substitua 4 a Fpor 4 a L,
estudantes por moradores de sua cidade, o jornal da
escola pelo jornal da cidade (escolha nomes ao acaso
em lugar de usar todos) e o diretdrio pela lista tele-
fOnica.

3. Considere a populagdo cujos elementos sdo seqiiéncia
de cinco digitos: 00000, 00001, ....., 99999, Entie
os 100.000 elementos dessa populagio, uma certa pro-
porgio A tem a propriedade de-que todos os cinco
digitos sdo difererites. Por exemplo, 21387 tém esta
propriedade e 10207, ndo. Comece com uma opinido
de que a densidade a priori ¢ uniforme sobre 4 e use
uma tabela de ntimeros aleatérios para selecionar uma
amostra dessa populaciio, proceda continuamente até
que sua distribuicdo a posteriori “tenha o < 0,05, de
forma que a chance de que a sua estimativa néo difira
do verdadeiro valor de A em mais de 5%, seja 68%
(H(— 1) — H(1) = 0,68). Calcule, agora, 0 verdadeiro
valor de 4. .

4, Estime (por amostragem) a propor¢io 4 de estudantes
~ canhotos em sua escola. Calc:ule P(A 2 0,2 |]amostra).



PROPORCOES INDEPENDENTES

Se A; e A, sdo proporcdes independentes, isto &, o
conhecimento de A4, n3o diz nada a respeito de 4, e ¢; €
€2 constantes quaisquer, entio X = 14, -+ 24> tem mé-
dia e varidncia

m = cyny -+ Comy

ot = ciot + ciol

onde m; ¢ of sdo a média e a varidncia de A..
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EXEMPLO 15.1

EXEMPLO 152

Dois casos interessantes sao

ay a=lec =1, neste caso X:Afoz é a dife-
renga entre as duas proporgdes;

) 120,220, c1+ ¢ = 1, neste caso X é a mé-
dia ponderada entre as duas proporgoes.

No tratamento da hilose, os efeitos de duas drogas
devem ser testados. FEstamos interessados na proporgdo
A, das pessoas portadoras de hilose, que melhoram quando
lhes € aplicada a droga i. Antes de realizarmos o expe-
rimento, A, ¢ A, sdo consideradas independentes e unifor-
mes no intervalo (0,1). Selecionamos, ao acaso, ‘100 por-
tadores e aplicamos a droga 1; 20 deles apresentam melho-
ras. Selecionamos 300 portadores e lhes aplicamos a droga
2: 45 deles apresentam melhoras. Qual a probabilidade
de que a droga 1 seja melhor que a 2 ou que A, — A, > 07
Dos dados, ségue-se que ) '

20 . 2 0,2) (0,8)

m = —i_(ﬁ.- = 0,2 o =, 100 = 0,0016
45 . (0,15 (085 _
m; = 358 = 0,15 02 = 300 =0,000425
Entdo,
X = A]_ —'“ A2

m =02—015=005
ot = 0,00016 -+ 0,000425 = 0,002025

o = 0,045

‘A aproximag@o normal da-nos

; . 0-005Y) _

P(X} 0) = H( 0,045 )—l—H(l,ll)-,l 0,134
= 0,866

Existe, aproximadamente, uma chance de 879, de que
a droga 1 seja melhor que a droga 2.

Queremos estimar a propor¢io A de fumantes de uma
populagio, na qual 309, das pessoas sdo do sexo feminino.
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Consideremos as propor¢des 4, e 4, de fumantes do sexo
feminino ¢ do sexo masculino, respectivamente, indepen-
dentes, com densidades @ priori do tipo (0,0). Calcule a
média e o desvio padrio da proporcio 4 de fumantes na

populagio.

Apresentamos, a seguir, em uma tabela de dupla entra-
da, os resultados de nosso amostra

F Nido
umantes Fumantes
Masc. 120 180 300
Femin. 100 100 200
220 280
my = 3"@ = 0,5 g1 —= 200 = 0,00125
120 0,4)(0,6
m2='—3-®—-=0,4 0‘3='("—§)(—)(~0"—)=0,m08

Como A4 = 0,3 41 + 0,7 A; a média e o desvio padrio
de A sdo, respectivamente,
m (0,3) (0,5) + (0,7) (0,4) = 0,43
a? = (0,3)% (0,00125) + (0,7)2(0,0008) = 0,0005045
o = 4/0,0005045 = 0,0225

Suponha que, no exemplo das drogas, tivéssemos apli-
cado cada uma delas a 200 pacientes e obtido as mesmas
proporgdes de sucesso: 209, de melhoras para a droga 1
€ 159 para a droga 2. Neste caso,

(0.2X0,5
m = 0,2 o} = 2)50 ) = 0,0008

(0,15)(0,85)

200 = 0,000638

m; = 0,15 a3 =



PROPORCOES INDEPENDENTES | m

Logo,
X=A4,— A,
tem '
m=0,2 — 0,15 = 0,05 como antes
o2 = 0,0008 4 0,000638 = 0,001438

o = 4/0,001438 = 0,038 menor do que o resultado
anterior

Obviamente, a precisdo obtida com o dimensionaménto
(200, 200) € maior do que a que se obtém com o dimensio-
namento (100, 300).

No exemplo dos fumantes, se tivéssemos selecionado
250 mulheres e 250 homens em vez de 200 e 300, e obtido
novamente my = 0,5 e m. = 0,4, teriamos encontrado.

m = {0,3) (0,5) + (0,7) (0,4) = 0,43, como antes

(0,5%0,5) m, (0,4)0,6)
—5sp T O —5—

¢ = 0,024, maior do que o resultado anterior.

a® = (0,3)2 == 0,0056

Neste céso, a precisdo obtida com o dimensionamento
(250, 250) é pior do que a obtida com (200, 300).

Fixado o tamanho total da amostra, que dimensiona-
mento (m, n;) para A, e A, acarreta maior precisio para
11 + csA,?

. A utilidade desta afirmativa ¢ restrita, pois nossa de-
cisdo sobre o dimensionamento é tomada depois de ter sido
realizada a amostragem, isto é, depois que m; e m. s3o
conhecidos. Um processo comum é basear o dimensiona-
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mento em estimativas grosseiras de »1, e m, obtidas, por
exemplo, a partir de uma amostragem preliminar.

Assim, no exemplo das drogas, se tivéssemos estimado
m = my = 0,05 antes da amostragem, o dimensionamento
dos nimeros de pacientes que se submeteriam a droga 1
¢.d droga 2 estaria na proporgido

14/(0,05)(0.95)
1v/(0,05)(0,95)

isto é, n; = n,. Se tivéssemos tido sorte bastante para
estimar m; = 0,2 e m, = 0,15 inicialmente, nosso dimensio-
namento estaria na razdo:
14/(0,2)(0,8)
14/(0,15)(0,85)

isto é, 112 pacientes com a droga 1, para cada 100 pacientes
com a drpga 2, portanto:

112/212(400) = 211 pacientes com a droga 1
100/212(400) = 189 pacientes com a droga 2

Analogamente, no exemplo dos fumantes, o melhor

C1=IC(.‘2:I

=112

| dimensionamento para m; = 0,5 ¢ m; = 0,4 ¢

0,3v/ (0,5X0,5)
—— = 0,44
0,74/(0,4)(0,6)

‘ou 44 mulheres para cada 100 homens. Logo, a amostra

deveria ter

100/144(500) = 347 homens
44/144(500) = 153 mulheres

1. Diremos que uma palavra é Jonga se contiver mais de
seis letras. Tome duas novelas de diferentes autores
e denote por A, e A, a proporgio de palavras longas.
Sendo, inicialmente, que as distribuicdes a priori de
A, e A» sdo uniformes e independentes, selecione ao
acaso 50 palavras de cada novela, encontre a média
posterior ¢ o desvio padrio para 4, e A. e calcule
P(Ay > A,).



PROPORGOES INDEPENDENTES 113

Admita que o nimero de ralavras, em cada novela,
¢ proporcional ao nmimero de paginas, € calcule a média
posterior ¢ o desvio padrio para A, propor¢do de pa-
lavras longas nas duas novelas juntas. '

2. Tome um cilindro sélido, cuja altura é, aproximada-
mente, 2/3 do seu didmetro, por exemplo, cortando
um pedago de cabo de vassoura ou empilhando doze
moedas de Cr$ 0,05. Qual a sua opinido a priori
sobre a probabilidade 4 de que este cilindro repouse
sobre seu lado? Decida se 4 > 1/2 langando o cilin-
dro, até que vocé tenha 909, de certeza de que sua
resposta esteja correta. '

3. De posse de uma tachinha, decida se a probabilidade
B de que ela repouse sobre seu lado ao ser langada é
= 1/2, lancando-a até que vocé tenha 909, de certeza
de que sua resposta esteja correta.

4. Decida se A > B usando os dados dos probis. 2. ¢ 3
¢ fazendo langamentos adicionais do cilindro e/ou
tachinha se necessério.
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Tomemos uma amostra de 100 individuos e classifi-
quemos cada pessoa segundo o sexo (M ou F) e cor dos
cabelos (D para cabelos escuros e L para cabelos claros),
obtendo a seguinte tabela de dupla entrada: .

D L
M| 20 4 | 6
F {0 30 | 40

30 70
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Se nio existe, na populagio, associagio alguma entre
sexo e cor de cabelos, devemos esperar que 309, dos homens
na amostra (isto é, 18) tenham cabelos escuros, pois 309,
das pessoas na populagio tém cabelos escuros. Temos,
desta forma, a seguinte tabela de valores esperados:

D L
M 18 42 60
F 12 28 40
30 70

Uma medida comum da discrepancia existente entre
as duas tabelas, isto é, o quanto os valores observados
diferem dos valores esperados quando se supde ndo haver
associagdo, € a estatistica x*® (qui-quadrado).

(observado - espzrado)?

: esperado

(20 — 18)? RCEY
18 42

(10 — 12 | (30— 28 _
t— tT m T

x? = soma .sobre as caselas de

p—1

+

= 0,222 + 0,095 4 0,333 + 0,143 = 0,793.

A probabilidade de se obter um x 2 que seja, pelo menos,
tio grande quanto o observado, supondo que nio existe
associagio, é chamado nfvel do x? observado e pode ser
calculado, aproximadamente, através da seguinte formula:

Nivel do x? = 2H(\/ x?
Logo, no nosso caso, o nivel do X2 ¢é

2H(~/0,793) = 2H(0,89) = 2(0,187) = 0,374
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Se ndo ha associagdo entre sexo e cor de cabelos, na popu-
lagdo, obteremos em 379, dos casos uma amostra, onde
haver4 uma discrepincia entre valores observados e espe-
rados, pelo menos, tio grande quanto a obtida, indicada
pelo x2. Suponha que a tabela de valores observados seja

a seguinte:
D L
M 30 30 60
F 10 30 40
40 60 -

A tabela de valores esperados; supondo ndo haver as-
sociacdo, seria a seguinte:

D L
M| 24 36 60

F | 16 24 | 40

40 60

Logo

(30 — 24)? (30 — 36)2

| —
X R sy +

(10 = 16)* (30 — 24)*
S T A Y B

= 1,5+ 1+ 2,254 1,5 = 6,25

E o nivel do X2 seria:

2H(\/6,25) = 2H(2,5) = 2(0,00621) = 0,0124
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Apenas uma vez em 100 amostras, supondo ndo haver
associagdo, obteriamos um caso tio extremo quanto este.

O nivel do X? ndo mede a probabilidade a posteriori
de que as duas caracteristicas ndo sejam associadas. Mas
a metade do nivel, ou seja H(+/x?), mede, grosseiramente,
a probabilidade a posteriori de que a diferenca entre as
proporgdes na populagdo tenha o sinal (=) contrario aquela
na amostra, quando nossa opinido a priori é que as duas
proporgdes sio independentes e uniformes (de forma que
é impossivel haver igualdade). Por exemplo, se 4, ¢ A,
sio propor¢des de D nas populagdes (M, F), nossa pri-
meira tabela observada tem

m = 1/3 my; = 1/4
' 1/3(2/3
o = 18G/3) ;2)/ ) = 0,00370

1/403/4)
ot = *Io/f = 0,00469
Logo, A; — As tem m = 1/3 — 1/4 = 1/12 = 0,0833.
o = 0,00470 + 0,00469 = 0,00839
o = /0,00839 = 0,092
0,0833
0,092

P((A1 —A) <0)=H ( ) = H(0,905) =
| — 0,183
que se compara 3 metade do nivel, 0,187.

Para a segunda tabela observada,

m = 0,5 | m, = 0,25
2 . (015)(0!5) i ’
of = g = 0,00417
i = 0,00469
m = 0,25 |
o = 1/0,00417 + 0,00469 = +/0,00886 = 0,094

025 \ B
P((A1 — A)) <0) = H (5,0_97 — h(2,66) = 0,0039
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A metade do nivel do X? é 0,00621.

Se a hipétese de igualdade de duas proporgdes € enca-
rada com seriedade (e raramente o é), a probabilidade de
igualdade, a posteriori, é, aproximadamente,

PR
Q= PR+1-P°

onde P € a probabilidade de igualdade, a priori, e

h(m/o)
o

R =

Se R =1, temos P = Q e a amostra ndo sugere coisa algu-
ma sobre a igualdade. Se R > 1, temos Q@ > P ¢ a amostra
sugere a igualdade. Se R < 1, temos Q < P e a amostra
sugere a desigualdade. Por exemplo, com nossa primeira
tabela,

R _ 0905 _ 0265
= 7092 0,092

= 2,88

A amostra sugere uma auséncia de associagdo entre
sexo e cor de cabelos. isto é, sugere a igualdade das pro-
porgdes de homens e mulheres com cabelos escuros. Se
P = 0,5, por exemplo, isto é a associagio e a auséncia
de associagdo sdo igualmente provaveis a priori, entdo,

(0,5X2,88)

= 0588 + 05 >

Q

Logo, a probabilidade de auséncia de associagdo, a poste-
riori, é de 0,74. :

Se P =0,1, entdo,

(01289
~ ©0.1X2,88) + 09

0 — 0,24

A associagdo ainda é menos provavel que sua auséncia,

‘porém, mais provavel do que antes da amostragem.



QU QUADRADO

EXERCICIOS
Lista 16

e

‘Com nossa segunda tabela,

H(0,25/0094) _ h(2,6%)

0,094 =70,094 0,13

R =

logo, a amostra sugere uma substancial auséncia de asso-
ciagio. Por exsmplo, se P =0,5, entdo,

1.

0 — (@O0
= 70,5)0,13) + 0,5

= 0,115

Extraimos uma amostra de tamanho 2n de uma popu-
lacio ¢ obtemos a seguintc tabela:

D L

"M|osn  os5n
F |04n  06n

Calcule o valor do X3, seu nivel ¢ R, para n = 100 ¢
para n = 400, interpretando, depois, os resultados obti-
dos. .

Que palavras sdio mais proviveis de serem também
Palavras-T' (que contém, pélo menos, uma letra T):
a) Palavras-E ou b) Palavras que ndo contenham a
letra E? Tome como populacio as palavras de um
livo qualquer ¢ use uma amostra aleatéria com ta-
manho (n), suficichte para que vocé ténha %% de
certeza na sua resposta.

Selecione, ao acaso, um dos valores 0,01, 0,02, ..., 0,99
para uma proporgdo A4;. (Usar uma tabela de nimeros
aleatérios, para esta e outras sele¢des, no problema).
Em seguida, lance uma moeda: se ocorrer cara, tome
Ay = Ay; se ocorrer coroa, selecione, ao acaso, um
dos 98 valores diferentes de A, para A, Selecione,
agora, amostras casuais de tamanho 100, de popula-
¢bes com proporgles A e A, calcule R ¢ a probabili-



120

ESTATISTICA BASICA

dade a posteriori de A, = A,. Vocé tirard conclusdes
corretas com a amostra obtida?

Cem alunos sio selecionados ao acaso, para assistir as
aulas de estatistica através da televisio. OQutros cem
alunos semelhantes assistem as mesmas aulas, em classe.
Do primeiro grupo, 60 ficam com grau 4 ou B em um
exame, mas apenas 50 do segundo grupo ficam com
grau 4 ou B. Este fato sugere algo contra ou a favor
da hipdtese de que o ensino pela televisio ndo é dife- .
rente?



RESPOSTAS

oo

~

Respostas - ‘Lista 1

6.
7.
8.
9.
10.
11.
12.
13.
14.

@+ ®F t
@+ ®F O3

1 1 1 1 1

2> ¢ 5> 16° 16 : HJ"\I
@ BHbhd &) MM
@ F ®
@ L @ &

1/11111

(Parcial) sim, sim
11 '

6r 4

100

371 = 0,37

©

)

= e =
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- Lista 2

1. J(Parcial)

Y
=os ~jo0 o

8,

1 - LR T

a,

. g
1

- 0

-9

O v owa N
|

-~

Y|

|X -

2. (Parcial) X ¢ Y, da mesma forma que no probl. 1.

Q] mlo nio o o]e @

] w-
I

B, e nie e ajo =ja

PO wm NN

X4+ Y:
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5. (Parcial)

X+ 2: v D
2 0,6
4 0,2
5 0,2
X2 v P
0 0,6
4 0,2
9 0,2
Hist l
istograma para
g P Y 1
6. (Parcial)
(a X: v P
0 | 3
1| %
2| 3
3 | %
4 | %
b Y—-X: v P

2X:

X — 1)2:.

~
s .

ESTATISTICA B’ﬁSlCAr

X -1 v D

0 |06 -1 |06
4 102 i |02
6 |0,2 2 |02
v p X v P
1 {08 X+4+1" 0 ]06
4 |02 2102
2702

Y: v p X+Y: v

0 3 0

1] 2 1

2! 2

3

Y- X 4
Y-X

. —

“©]t ofe o Of = | vy
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7. (Parcial) '115- ‘43' 12'6
Xs: 1 p X;: v P
0 16 0 é
1 % 1 o
2 15 2 H
3 % 3 3
P(X, > k) = k—+3) k=01,23

8. (@) Resultado

00
01
02
10
12

- 20

21

p

©

(d)

WO

-

0,3

0,3
0,3
0,1

p

9. t PX+YSD

0
1
4

0,3

0,6
0,1

1l 100 31 Sl Bl o Bl |

0
0,5
1
1,5

2

— 00 B o)

- (b) ' Resultado

000
001
002
010
012
020
021
100
102
120
200
201

' ‘210

3] 15] 3100 881 B 18[00 e S0 Bl B0 B0 oo Bl |

125
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10. (Parcial) X ° °
O - ®
X4: v P
o | 3
2 x
’ @ 3 1 X
1. v p - :
2 0,16
3 0,16
4 0,36
5 0,16
6 0,16 P
Respostas — Lista 3
1. (a) 0,1 @06 - (o 03
4 14
1 0,3
3 0.4
5 0,3
» P@* <)
CP@< b 1+ -—
0,3-- . 0,8"'?'
P———————itn
024 0,6 +
044
0,14 ' L ——
02+ |
1 1 ] i L 4 1 . | 1 ]
5 6

1 2 0 1 2 3 4



RESPOSTAS

(a) ()
2.
(© (d)
v pl@ p® pl) pd)
1 o2 & % 015
3102 & & 035
5 102 & & 035
C71 1025 & & 0I5
3. (Parcial) v P
1 | 016
3 | 0,34
5 | 034
7 | 0,16

4. (Parcial) PRQ<X<¥H=7% ‘
A densidade de X é uniforme em 0 <t < 6.

v p

1] 3
3| % .
5.1 %

5. (Parcial) PRQ< X <4) = T

densidade de X € f(1) =

{t 0<t<6
v

0 complementar

-

1
3
5

élm B0 ©]m

17



128 ESTATISTICA BASICA

Respostas - Lista 4

1. (Parcial) pla) p(b)
5
12
36

v
0
1
2 | 3
3
4

A renda média é 3 em ambos o0s casos.

Substituindo 2, 4, ndo 0, teriamos a

renda média de L.

2
3%
€L
ET

O v gle glo sl

2. E(X)=4, EX)=25  EX-+ Y) = 6.5
3. (Parcial) t EX — t)&_/-1 t =1 EX)=1
I 2

0
1 1
2 2
3 5
4. E(X) = 500,5, a soma é 500, 500
S. (Parcial) (a) t (b) t () ? d t—-¢

0<EX)<1 0<EX)-—[EX) <Lt

6. (Parcial) Pode ser dado. 1 < E(X») <2

7. %, 3, 2, 3 claramente 2

8. 2,5 ,

9. (Parcial) Os valores exatos sio: (a) 5; 2 (b) 4; 24
10. (Parcial) Os valores exatos sdo: 3,5 ¢ 15

1. (@ v p |

0,4 0,5 0,6

3 0,16 025 0,36
2 | 024 025 024
1 0,24 0,25 0,24

-6 | 036 025 016
média [ —0,96 ~ 0 70,84 |

(5) (1;23)  (1;02)  (1;0,1)
p=04| -0,72 - 0,44 — 0,32
p =06 0,68 - 0,36 0,28

(¢) E(W) tem o mesmo sinal que p — 0,5.
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12. 0,6; 0,6; 3 Com ou sem reposigio

13. 1; 2

14. 0,75 O valor exato de E(X) e/%

15. (@ 1 ® £ -

16. (@ ¢ b -3"‘;/ )
17. (a) 28 ®) 1 e

Respostas — Lista 5

1.

g

(Parcial) E(X) E(Y) o(X) o(Y) o(X + Y)

(@) 1 T 0,82 0,96
®) 2 £ 094 047 0,82
© 2 £ 075 075 0,75
(d) 1 £ 08 0,75 0,98
) 1 1 1 1 1,4
) 0 1 0 082 0,82
(g) 1 1 082 0,82 0
) i L 047 094 1,2
@) 1 £ 082 047 0,47

4,5; 2,9 3. (9 L,5; 0,87 ) 1,5; 0,5
68, 19, 64, 2, 72, 4, 16

5. (Parcial) n  E(S,) o¥%S,) E(Y.) &2( Y.)

1 0,6 0,24 0,6 0,24
2 1,2 0,48 0,6 0,12
3 1,8 0,72 0,6 0,08
4 24 0,96 0,6 0,06

(Parcial) Maiores o Valor ¢ Menores o Valor ¢

(a) ) 0,5 - 0,5 0 0 ou 1
() 2. 2,5 . 0,5 0 " Ooul

(c) 0,77 0,3 0,49 0 ou 0,6

(d) 0,98 0,6 0,49 0

(e) 0,94 perto de O ou 2 0,82 1

(f) grande quan- grande 0,82 1

| to queira

(&) 0,78 qualquer 0,78 qualquer

h) 1,6 : 2 0,78 1

129
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)

9. (Parcial)

Valores exatos:  Valores exatos:

| m=0,63 m=0,5
10. 1,4 ‘ o =0,25 o =0,39
11. 0,83 " P=061 P =046

Respostas — Lista 6
1. (Parcial)

a) emq: 25; 175, L5; L75; 2; 25
Valor: - %; —4%; 0; —-3; -2

b) emq: 1,5; 3,5; 25; 1,42
Valor: 0; —3%; —3; 0,053

¢ 0; 1,5; 1 para X=0, 1, 2, respectivamente
Valor: 0,25 - '

€) 05; 2, 1para Y=0, 1, 3, respectivamente
Valor: 0,75; nio. o

5 ¥
3+ _ S

®
21 o e

14 .
——t—

a) 0,5, 1,5; 2,5 para X =0, 1, 2, respectivamente
Valor: %; sim. :

) 0; %; &; 2 para Y =0, 1, 2, 3, respectivamente
Valor: 3; sim.
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Y

3 3% °®
24 °® *®
do oo

g
r
w4

a) 0,6; 1,6; 26 para X =0, 1, 2, respectivamente
Valor: %; sim. :
b) O mesmo que em 2(b)

4. (Parcial) Valores: (@) 0; 0 ® 5 0

Respostas — Lista 7

1.
X
1 °
+ ®
= P 1 1 i X
(ﬂ) P’ = 0,25
- 1
v=%2%
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VA
®
X 4y 1y
2
U=5— (X + 4Y) U=_2_’_‘_,___"._Jf‘__2_4_

9 .

4. Para o segundo diagrama, nio é possivel tomar p? = 1, mas podemos de
diversas maneiras tomar p? perto de 1; por exemplo (u, u) com u grande.
Existem varias solugdes para cada um dos outros. Por exemplo: pri-
meiro diagrama (a)(0; 11/3) (b) (4; 4); segundo diagrama (a) (1; 2).

5. (Parcial)

a b - p?
k k k
\ 1 3 10 1 3 10 1 3 10
h ™\ , h A\
1 |+ ¥ 7 1 |+ ¥ 5 1 |+ + 1
3+ ¥ ¥ w T v TP T
10 | 1w i i 10 | i i e 10 | i& 1 105
6. (90G -+ 11)/140, o 7. (X + 3)/6, &+ 8. 0,6

Respostas — Lista 8 .
1. GX+ 12, QX+ Y)2, X+ 1, 09, £ 095, 0,5, & 0,71
cov(X, Z) __cov(Y, Z)
cov(X, X) cov(Y, Y)
4. (@ X:+0,6 (b)) (X1+ X3)/2 (©) X2
5 X*—-2X+1

3. (Parcial ¢ =
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Respostas — Lista 9

13 95
1. 3, 152 0,81

2, v P sim para vV
2 0,16 1 0,4
3 0,40 2 | 05
4 0,25 4 0,1
5 0,08
6 0,10
8 0,01
5. Para v P
0 |05
1 0,5
6. (0,3)° = 0,000729 v P
0 1 - (0,3
| B (0,3)*

7. 0,4 Z;0,16; %; Z; (0,4)° = 0,01024; 0,98976.
8. (Parcial) &, %, funciona |

Respostas — Lista 10

1. 0,36; 0,48; 0,16; 0,22; 0,13; 0,38; 0,25; 0,15; 0,41; 0,41; 0; 0
2. (Parcial) : !

041 -
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3.

S.

1.

10.

11.

( Parcial) Gréfico de 4p(1

4 ou 5; 0,35

ESTATISTICA BASICA

- p)‘: 0325; 0:42

(Parcial) Gréfico de 10p, 10p(1 — p); p; p(1 — p)/10
(Parcial) Grifico de 0,4r; 0,24r; 0,4; 0,24/r.
@) 1 1;1;1; 1; 0; 1/2; 2/3; 4/5; 9/10 b) 1; 0 qualquer m
¢) 0; 0,25; 0,30; 0,33; 09" = 0,35
(0,3) (63) .

(Parcial) r

(Parcial)

= 189/266 30 é o valor mais provével.

CUYED) |
"I ()) p) kpk)  (k + DpE)
1 0,5000 0,2500 0,2500 0,3750
3 0,3125 0,09766 0,2930 0,3418
5 0,2461 0,06057 0, 3028 - 0,3331

Para grandes k, kp*(k) estid em torno de 1/x = 0,3183, isto ¢, p(k) estid
em torno de 1v/7k = 0,5642/\Vk

v pla@ | pb)y  po)
0 632 0,16 04
1 0,56 0,48 0,4
2 012 036 02
E(S) 0,8 o,s 0,8
o¥S) | 040 048 0,56
Respostas — Lista 11
0,159; 0,774; 0,001; 675
0,009 (exato P = 0,011)
0,00016; 0,0009
(Parcial) X**: v p
a b
009 | 0452 0458
0,81 0,318 0,319
2,25 0,158 0,156
441 0,056 0,053
7,29 0,014 0,012
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6.

10.

11.

0,976

2 —0,246; 0,247

n P d P(JX —p| <d)
225 0,5 0,02 0,45
225 0,5 0,05 0,87
225 0,7 0,02 0,49
225 0,7 0,05 0,90
900 0,5 0,02 0,77
900 0,5 0,05 0,997
900 0,7 0,02 0,81
900 0,7 0,05 0,999

0,0399, /0,001601 (< 0,0410), /0,001514 (> 0,038)

( Parcial)

b v p
0 1
I 5
2 i
3 e
4 i
5 s
6 o
() v p B
Exato Aproximadamente
0,12 a = 0,0039 0,006
1,11 4a = 0,0156 0,016
2,10 10a = 0,039 0,037
3,9 20a = 0,078 0,073
4,8 3la = 0,121 0,120
5,7 40a = 0,156 0,160
6 44a = 0,172 0,176
onde a = 55

135
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Respostas — Lista 12

1. b se B, a se W; 0,75
3. a) b se B, qualquer se W; 0,8

Ot Ca[imb G2t

5. (Parcial)

6. (Parcial)

7. (Parcial)

A .

Gl Cafid 0|

ESTATISTICA BASICA

b) b sempre, 0,9

A X

G6 GU UG UU

01 | 0,01 009 009 081

02 | 004 016 016 0,64

05 | 025 025 025 025
0,332; 0,0294

0,332; 0,0294

a) 2 se X =0, qualquer se X = 1; 1 se X = 2;2/3.
b) O mesmo método de decisdo-de (a); 5/6.

Tabela de Dados

A X
T H I E)

THIS | 025 025 025 025
IS 0 0 05 05

it | 05 0 05 0

Chance total =
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8. (Parcial) Tabela de Dados em q total = 0,9

A Y X
0 1 2 3
0,4 0 | ¥ T T T
0,2 1 T + 0 0
0,3 2 ¥ ¥ + 0
0,1 3 1 0 0 0

p(1y p(2) pQ3) p@) p(§)_

9, n
1 20 20 20
3 % Fy Py 0 0
15 15 15 5
4 o e 7 o 0
12 12 12 4
5 e ] i T ]

Respostas — Lista 13

1000¢

15+

101

o® exato é 1/36.
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4. P, = 0,0256 P, = 0,3840 P; = 0.5904 E(A*) == 0.76638

5.

001 05 1 001

Respostas — Lista 14

3. (Parcial) 0,3024

Respostas — Lista 16

1. (Parcial) 2,02; 0,156; 2,1; 32, perto de 0: 0,2
4. A favor.

o et A SRR
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Tabela de Quadrados, 10-99

0

1

2

OGO~ BN -

100
400
900
1600
2500
3600
4900
6400
8100 .

121
441
961
1681
2601
3721
5041
6561
8281

144
484
1024
1764
2704

3844

5184
6724
8464

169

529
1089
1849
2809
3969
5329
6889
8649

196

576
1156
1936
2916
4096
5476
7056
8836

- 225
625
1225
2025
3025
4225
5625
7225
9025

256

676
1296
2116
3136
4356
5776
7396
9216

289

729
1369
2209
3249
4489
5929
7569
9409

324
784

1444

2304
3364
4624
6084
7744
9604

361

841
1521
2401
3481
4761
6241
7921
9801
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Tabela da Distribujcio Normal

ESTATISTICA BASICA

t h(t) H(1) t h(t) H() t \i(r)\ H(t)
N
0,00 0,399 0,500 1,50 0,130 0,0668 3,00 0,02443 0,0%135
0,05 0,398 0,480 1,55 0,120 0,0606 3,05 0,02381 0,0%115
0,10 0,397 0,460 1,60 0,111 0,0548 3,10-70,02327 0;0°968
0,15 0,394 0,440 1,65 0,102  0,0495 345 0,02279 0,0%816
0,20 0,391 0,421 1,70 0,0940 0,0446 3,20 0,02238 0,03687
0,25 0,387 0,401 1,75 0,0863 0,0401 3,25 0,02203 0,03577
0,30 0,381 0,382 1,80 0,0790 0,0359 3,30 0,02172 0,03483
0,35 0,375 0,363 1,85 0,0721 0,0322 3,35 0,02146 0,03404
0,40 0,368 0,345 1,90 0,0656 0,0287 3,40 0,02123 0,03337
0,45 0,361 0,326 1,95 0,0596 0,0256 3,45 0,02104 0,0%280
0,50 0,352 0,309 2,00 0,054C 0,0228 3,50 0,02873 0,03233
0,55 0,343 0,291 2,05 0,0488 0,0202 3,55 0,03732 0,03193
0,60 0,333 0,274 2,10 0,0440 0,0179 3,60 0,03612 0,0%159
0,65 0,323 0,258 2,15 0,0396 0,0158 3,65 0,03510 0,0%131
0,70 0,312 0,242 2,20 0,0355 0,0139 3,70 0,03425 0,03108
0,75 0,301 0,227 2,25 0,0317 0,0122 3,75 0,0%353 0,0 884
0,80 0,290 0,212 2,30 0,0283 0,0107 3,80 0,03292 0,04723
0,85 0,278 0,198 2,35 0,0252 0,02939 3,85 0,0%241 0,04591
0,90 0,266 0,184 2,40 0,0224 0,02820 3,90 0,02199 0,0%481
0,95 0,254 0,171 2,45 0,0198 0,0%714 3,95 0,0%163 0,04391
1,00 0,242 0,159 2,50 0,0175 0,0%2621 4,00 0,0%134 0,04317
1,05 0,230 0,147 2,55 0,0154 0,02539 4,05 0,03109 0,04256
1,10 0,218 0,136 2,60 0,0136 0,02466 4,10 0,04893 0,04207
1.15 0,206 0,125 2,65 0,0119 0,02402 4,15 0,04726 0,0:166
1,20 0,194 0,115 2,70 0,0104 0,02347 4,20 0,04589 0,04133
1,25 0,183 0,106 2,75 0,02909 0,02298 4,25 0,04477 0,04107
1,30 0,171 0,0968 2,80 0,02792 0,02256 4,30 0,04385 0,0%854
1,35 0,160 0,0885 2,85 0,02687 0,02219 4,35 0,0¢310 0,0%681
1,40 0,150 0,0808 2,90 0,02595 0,02187 4,40 0,04249 0,05541
1,45 0,139 0,0735 2,95 0,02514 0,02159 4,45 0,01200 0,0°429




INDICE ANALITICO

Amostra aleatéria, 66

Amostragem aleatdria, 65
Aproximagdo, 22
normal, 80 ff

Coeficiente de correlagdo, 52
multipla, quadratico, 60
parcial, 60
quadréatico, 52

Correlagio, 51, 59

Covariidncia, 52
de variaveis independentes, 70

Curva normal, 82

Densidade, 20, 21-
a posteriori, 97
a priori, 97

Densidade -(u, v), 102
grafico da, 103
média e varidncia da, 104
Desvio padrdo, 38, 39

proptiedade do, 39
- da média amostral, 67

Diagrama de dispersdo, 15
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